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Vorwort. 



Unter einer Theorie einer bestimmten Klasse von Natur- 
erscheinungen versteht man die logische Deduktion ihrer Not- 
wendigkeit aus einer Anzahl von Hypothesen, und als Maass für 
die Zweckmässigkeit einer solchen Theorie ist die Anerkennung 
anzusehen, welche die Hypothesen in dem denkenden Bewusst- 
^ sein finden. Diese Anerkennung lässt sich nicht mit exakten 
Sü Mitteln messen, nur die Analyse del* psychologischen Anlage, die 
N uns fortwährend zu solchen Theorieenbildungen antreibt, hat in 
cy^ grossen Zügen die Eigenschaften festgestellt, welche der Hypjothese 
L Anspruch auf Anerkennung geben, ja die Anerkennung einzelner 
5^ Hypothesen erzwingen. In grossen Zügen; denn bei der jeden- 
{ falls durch die Geschichte des Menschengeschlechtes bedingten 
^ Komplikation jener psychologischen Anlage ist die uns mögliche 
Analyse derselben eine unvollständige, sie führt uns zu keiner 
eindeutigen Definition der Hypothese, sie weist uns nur auf zwei 
Eigenschaften hin, die die Anerkennung der Hypothese bedingen: 

1. die formale Einfachheit der Hypothese, 

2. ihre unmittelbare Anschauung (Intuition), ^) 

und sie trennt so das erstere exaktere Moment von dem 
die Vieldeutigkeit bedingenden Moment der Intuition, deren 
weitere Analyse nur an der Hand der Geschichte des 
denkenden Bewusstseins möglich ist. Die Hypothesen der 
Mathematik (Axiome), die sicher auf eine sehr frühe 'geschicht- 
liche Periode zurückzuführen sind, haben einen so hohen Grad 
von Intuition gewonnen, dass man heute einen Zweifel an den« 
selben geradezu als eine geistige Krankheit ansehen muss; je 
jünger aber die Hypothesen oder die Betrachtung derjenigen 



^) Wir gebrauchen den Ausdruck in dem von Descartes eingeführtea 
Sinne; 
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Naturerscheinungen sind, die auf sie zurückführen, um so geringer 
wird der Grad der Intuition, um so willkürlicher zugleich die 
Hypothesenbildung. 

Mit der grösseren Einfachheit einer Hypothese geht oft ein 
höherer Grad der Intuiton Hand in Hand, und als unzweifelhaft 
kann man die Fortschritte in der Theorieenbildung betrachten^ 
die in einer solchen Vermehrung beider Eigenschaften, Einfachheit 
und Intuition, bestehen. Ein solcher unzweifelhafter Fortschritt 
ist beispielsweise die Aufgabe der Annahme eines Wärme- oder 
LichtstofiFes zu gunsten einer dynamischen Wärme- resp. Licht- 
theorie, jede Verminderung der Zahl der Elemente in der Chemie,, 
der Fortschritt zur Darwin'schen Entwicklungslehre in der Biologie 
u. a. m. Mit weit grösserer Unsicherheit sind die Fortschritte 
einer neuen Theorie zu beurteilen, bei denen eine Verminderung^ 
der Einfachheit mit einer Vermehrung der Intuition, oder eine 
Verminderung der Intuition mit einer Vermehrung der Einfachheit 
Hand in Hand geht. Zwischen diesen beiden Richtungen, der 
ersteren mehr empiristischen, der zweiten mehr rationalistischen 
eine Wahl zu treffen, kann durch strenge Überlegungen nicht 
erzwungen werden, die Spaltung wird solange bestehen, bis sich 
eine Theorie gebildet hat, die an Einfachheit und Grad der 
Intuition alle vorangehenden Theorieen übertrifft. Können wir 
nun auf theoretischem Wege eine Wahl zwischen jenen beiden 
Richtungen nicht treffen, so weisen uns praktische Gründe darauf 
hin, dass wir mit Hilfe des Empirismus grösseren praktischen 
Nutzen aus den Theorieen ziehen, und dass wir durch Theorieen 
der empiristischen Richtung hindurch schneller zu Theorieen mit 
unbestreitbaren Fortschritten gelangen. Es sind dies praktische 
Gründe, die sich kaum präciser angeben lassen, als mit Hilfe 
einiger Sätze David Hume's, deren Anpassung an unsere Zwecke 
mir gestattet sein möge: 

„Die mehr rationalistische Richtung, die die Einfachheit der 
Intuition vorzieht, begeht in ihren scharfen, formalen Schluss- 
folgerungen leicht ein Versehen; ein Missgrifi hat beim Weiter- 
'schreiten aber andere notwendig zur Folge, denn sie schreckt 
vor keinem Ergebnis zurück, selbst wenn es der natürlichen 
Empfindung widerstreitet; der mehr empiristische Philosoph da- 
gegen, der die Einfachheit der Intuition opfert, geht nicht weiter, 
wenn er zufällig in einen Irrtum gerät; er kehrt in die richtige 
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Bahn zurück und schützt sich vor jeder gefährlichen Täuschung, 
indem er sich wieder auf den gesunden Verstand und die natür- 
liche Empfindung beruft."^) 

Hätte der heutige Empirismus für sein vorläufig absehbares 
Ziel, (abgesehen von allen psychologischen Spekulationen) alle 
Naturerscheinungen afls Veränderung ein und derselben Materie 
in Raum, Zeit und Bewegung darzustellen, gleich einfache 
Theorieen aufzuweisen, wie sie uns mit Hilfe von Hypothesen 
geboten werden, die der Anschauung oft nicht den geringsten 
Anhalt bieten, so wäre der Sieg jener dynamischen Weltauffassug 
entschieden. Sie beherrscht, wenn auch noch nicht in ganz 
vollkommenen Theorien die Licht- und Wärmelehre, sie kämpft 
gegenwärtig im Gebiete der Theorieen der Gravitation, der 
Elektricität und des Magnetismus^ sie liegt noch vollkommen 
danieder im Gebiete der Chemie, Möge diese Arbeit nicht ohne 
Nutzen für ihren Fortschritt sein! 



') Citat aus Hume's eesays on the human understanding, 1. Buch. 
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I. Abschnitt. 

Begründung einer Theorie der Oravitation 
und der Elektrostatik auf den Fundamenten 

der Hydrodynamik. 

§ 1. 

Zurze Übersicht der bisherigen Theorieen^) der Elektricität und 

Stellungnahme zu denselben. 

Die Annahmen über die Natur der Elektricität sind ent- 
sprechend der rationalistischen und der empiristischen Richtung 
in 2 Lager geteilt, in dem einen nimmt man 1 oder 2 besondere 
elektrische Materien an, schreibt denselben gewisse Eigenschaften, 
wie Imponderabilität, gewisse gegenseitige Einwirkungen und ge- 
wisse Einwirkungen auf die ponderable Materie zu. Die ver- 
breitetste dieser Theorieen ist wohl die von W. Weber, in welcher 
2 elektrische Fluida, ein positives und ein negatives, angenommen 
werden, von denen je 2 Teilchen von den Massen e und e' sich 
mit der Kraft 

dr\2' 
2Vdt 



^ ee'f, 1 r d^r 1 

^ = 7^l^-^^[^dt^-2 



in der Richtung ihrer Entfernung abstossen, wo c eine sehr 

grosse Konstante, r den Abstand der beiden Teilchen bezeichnet und 

dr d^r 

-TT-, -Tp- die ersten und zweiten Ableitungen von r nach der Zeit t 

vorstellen. Für die Annahme eines einzigen elektrischen Fluidums 
ist ein ähnliches Grundgesetz von Clausius aufgestellt worden. 



*) Eine ausführliche Übersicht ist in G. Wiedemann's Lehre von der 
Elektricität 4. B. 2. Abth. IX. gegeben. 
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Es ist unfraglich, dass diese Hypothesen der mathematischen 
Analyse die leichteste Handhabe bieten, die Theorieen gestalten 
sich einfach und übersichtlich, aber sie entbehren des wichtigen 
Momentes der Anschauung, so namentlich in der Annahme der 
Fernewirkung zwischen 2 Teilchen der Materie. 

Die zweite Klasse von Theorieen, die diese Schwierigkeiten 
der Anschauung in ihren Hypothesen zu vermeiden sucht, ist 
erst neueren Datums. Diese Theorieen, welche ebenso, wie Licht 
und Wärme, auch die Elektricität als eine Bewegungserscheinun 
der Materie ansehen, basieren auf der Elasticitätstheorie im 
allgemeinen Sinne mit der fundamentalen Frage: Welcher Art 
ist die Bewegung der Materie, die durch bestimmte Impulse an 
bestimmten Stellen der Materie hervorgerufen wird? Die Hypo- 
thesen dieser Theorien müssen sich einmal auf die Wahl dieser 
Impulse, und dann auf die Eigenschaften der bewegten Materie 
beziehen. Wie man nun in der Lichttheorie, um sich diese Auf- 
gabe zu erleichtern, eine Materie erfunden hat, in der sich die 
Lichtschwingungen fortpflanzen, so haben auch viele elektrische 
Theorieen dieses Hilfsmittel ergriffen, um zum Ziele zu gelangen. 
So wird der feste, elastische Lichtäther in die Theorie der Elek- 
tricität hinübergenommen und oft noch mit gewissen geeigneten 
Eigenschaften für dieselbe ausgestattet. Die verbreitetste und 
ausgebildetste dieser Theorieen ist die von Maxwell, andere Theorieen 
sind von Edlund, Lorenz, Hankel, Van der Vliet, Reynard, Montier^) 
begründet worden. Die Versuche von Hertz, 2) welche gezeigt 
haben, dass die electrodynamischen Wirkungen eine endliche Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit haben, sind von den Anhängern der 
Maxwell'schen Theorie ganz speziell für diese als beweiskräftig' 
angesehen worden; wenn der Experimentator auch von der 
Maxweirschen Theorie ausgehend zu seinen so wichtigen Re- 
sultaten gelangt ist, so kommen diese doch allen übrigen dyna- 
mischen Theorieen der Elektricität in derselben Weise zu gute. 

Die Aufgabe der vorliegenden Arbeit soll es sein, die 
wichtigsten elektrischen Erscheinungen (und zwar zunächst die 
der Gravitation und der Elektrostatik) unter Zugrundelegung der 



^) Die Originalabhandlungen s. Wiedemann's Elektr. 4. 2. IX., für die 
Theorie V. d. Vliet's s. ein Referat Fortschr. d. Phys. 1882, 38. 2, p. 439. 
-) Hertz, Wied. Annalen lS8o-90. 
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Annahme abzuleiten, dass das die elektrischen Bewegungen fort- 
pflanzende Medium nicht ein zu der übrigen Materie hinzu- 
zunehmendes Medium ist, sondern dass man als solches Flüssig- 
keiten (oder Gase) annimmt, die dieselben Eigenschaften haben, 
wie gewöhnliche Flüssigkeiten, kurz dass die Fortpflanzung der 
elektrischen Bewegung entsprechend den Gesetzen der Hydro- 
dynamik vor sich geht. Diese Grundlage entspricht einmal mehr 
der Anschauung, als die Idee des festen, elastischen Äthers, sie 
bietet andererseits auch den Vorteil, dass wir uns nicht auf dem 
noch unsicheren Boden der allgemeinen Elasticitätstheorie zu 
bewegen brauchen, sondern unser Gebäude auf dem festen 
Fundamente der Hydrodynamik errichten, dieses durch die Er- 
fahrung am meisten sicher gestellten Zweiges der Elasticitäts- 
theorie. 

§ 2. 

über Arbeiten, die bereits in ähnlichem Sinne, wie die vorliegende, 

unternommen worden sind. 

^' Bevor wir zur Angabe und Diskussion der Hypothesen über- 
gehen, welche unserer Theorie zu gründe liegen, wollen wir uns 
mit den Arbeiten beschäftigen, die bereits in ähnlichem Sinne, 
wie die vorliegende, unternommen worden sind und zu der 
hier auseinanderzusetzenden Theorie die Anregung gegeben 
haben. 

Die erste und hauptsächliche Beeinflussung haben die grund- 
legenden Annahmen unserer Theorie durch die Arbeiten von 
Bjerknes erfahren.^) Bjerknes^) hat zuerst das Problem behandelt: 

Wie wirken 2 sich periodisch kontrahierende und dilatierende 



^) Wir erwähnen hier nur kurz, dass ausser den Bjerknes'schen 
Arbeiten von einigen französischen Physikern, Elie, Ledieu, Decharmes 
gewisse interessante Analogieen zwischen Flüssigkeitsbewegungen und elek- 
trischen Bewegungen gezeigt worden sind, doch existiert bisher noch kein 
Versuch, dieselben zu einer Theorie der Elektricität auszubilden, und die 
vorliegende Arbeit hat keinerlei Beziehung zu denselben. 

') Über Bjerknes' Arbeiten s. Forh. Vidonsk. Christiania 1863, 1868 
1871, 1875. Gott. Nachr. 1876, C. r. 1879, 1880, 1881. Jour. de phys. 1880. 
Andere Behandlungen desselben Problems: 

Hicks Trans. Roy. Soc. 1880, Proc. Cambr. Phil. Soc. 1880, 
Bäcklund Lunds Univ. Arsskr. XV und XXI, 
Stefanini nuov. cim. (3) 12, 1882, u. a. m. 

1* 
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(pulsierende) Kugeln aufeinander ein, wenn sie sich in einer in- 
kompressibeln , wirbellosen, unbegrenzten Flüssigkeit befinden 
und ausser ihrer Pulsation als starr angenommen werden? 

Er hat es vollkommen gelöst für den Fall, dass der Abstand 
der Kugeln sehr gross ist zu ihren Radien. Seine Resultate, die 
er selbst durch sinnreiche Experimente') bestätigt hat, sind 
folgende: 

2 in beliebiger translatorisclier Bewegung begriffene, in einer 
inkompressibeln, wirbellosen, unbegrenzten Flüssigkeit pul- 
sierende starre Kugeln wirken in der Richtung ihrer Central- 
distanz auf einander ein mit Kräften proportional 

1. den Oberflächen der pulsierenden Kugeln, 

Amplitude 



2. den Quotienten 



der Pulsationen, und 



Schwingungsdauer 
umgekehrt proportional dem Quadrate des Central- 
ab Standes. Die Kräfte sind anziehende, wenn die Pulsationen 
der beiden Kugeln gleiche Phase haben, abs tossende bei ent- 
gegengesetzten Phasen. 2) Dabei wird die Schwingungsdauer 
beider Pulsationen als gleich und die Centraldistanz sehr gross 
gegen die Radien der beiden Kugeln angenommen. 

Bjerknes hat das Resultat mit dem Coulomb'schen Gesetze 
über Wechselwirkung zweier elektrischer Teilchen verglichen. 
Dort heisst es: 

Gleichartige Elektricitäten stossen sich ab, entgegen- 
gesetzte ziehen sich an. 
hier heisst es: 

Pulsationen mit gleichen Phasen ziehen sich an, solche 
mit entgegengesetzten Phasen stossen sich ab. 
Da es nun, wie unmittelbar einleuchtet, logisch unmöglich 
ist, Pulsationen mit gleichen Phasen als entgegengesetzte, Pul- 

^) Referate über seine Versuche s. Forbes Nature XXIY, 1881. 
G^raldy La lum. 61ectr. 1881 (p. 44, Bjerknes' Bemerkungen dazu p. 208). 
Ausserdem vgl. Wiedemann's Lehre von der Elektr. 4. 2 IX u. a. m. 

^) Betreffend die strengen Definitionen der hier gebrauchten Ausdrücke 
verweise ich auf den Anfang unseres II. Abschnittes, es sei nur hier zu 
sofortigem besseren Verständnis bemerkt, dass 2 Pulsationen gleiche Phase 
haben, wenn die Kontraktion der einen Kugel zu derselben Zeit immer 
beginnt, wie die Kontraktion der anderen Kugel, sie haben entgegengesetzte 
Phase, wenn die Kontraktion der einen Kugel immer zu derselben Zeit 
beginnt, wie die Dilatation der anderen und umgekehrt. 
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salionen mit entgegengesetzten Phasen als gleichartige Elektri- 
citäten aufzufassen, so war es unmöglich, die Bjerknes'schen 
Resultate unmittelbar zu einer Theorie der elektrischen Er- 
scheinungen zu verwerten. Bjerknes bezeichnet darum die 
Analogie der Wechselwirkung pulsierender und elektrischer 
Teilchen als eine „analogie inverse", und er nennt die Klasse 
von Experimenten, die seine Resultate bestätigen, im Gegensatz 
zu den elektrischen hydroelektrische Erscheinungen. Er ver- 
mutete^) jedoch, dass man durch gewisse Komplikationen der 
einfachen Erscheinung zu einer vollständigen Analogie und somit 
zu der Grundlage einer Theorie der elektrischen Erscheinungen 
gelangen könne, so dass sich der letzte Teil seiner Resultate so 
gestalte: 

Es erfolgt Anziehung bei entgegengesetzten, Abstossung bei 
gleichen Pulsationen. 

Für eine Theorie der Gravitation ist eine solche Umkehrung 
nicht notwendig, sondern die Bjerknes'schen Resultate können 
unmittelbar zu einer solchen verwendet werden (§ 3). 

Wir kommen nun zu den Arbeiten, in denen bereits 
theoretisch die Ableitung einer ümkehrung der Bjerknes'schen 
Resultate zum Zwecke der Grundlegung einer Theorie der 
elektrischen Erscheinungen mit den exakten Methoden der Hydro- 
dynamik versucht worden ist. SchwedoflF,^) welcher sich schon 
1870 vor Bekanntwerden der Bjerknes'schen Arbeiten mit der 
Wechselwirkung pulsierender Kugeln beschäftigt hat, ersetzt die 
inkompressible Flüssigkeit, durch die sich die Pulsationsschwin- 
gungen fortpflanzen, durch eine kompressible Flüssigkeit und 
sucht die den elektrischen Wechselwirkungen analoge Erscheinung 
durch folgende Überlegung anschaulich zu machen: 



Bjerknes schreibt: (lum. electr. 1881, p. 208): 

Supposons, qu'on fasse tomber une boule de bois dans Tair ou dans 
le vide; eile sera attiree vers le centre de la terre; mais pla^ons la mdme 
boule dans l'eau, immediatement eile monte, coinme si le fluide n'existait 
pas, mais qu'elle tut repoussee par ce meme centre. De la meme maniere, 
si Ton passe du simple au compose, il pourrait bien arriver quelque inversion 
eemblable avec les s^ries des phenom^nes dont nous nous occupons etc. 

') Schwedoff, Über die Gesetze der Verwandlung der Wärme in 
Elektricität. Odessa 1870 (russisch). 

(Referat Seanc. de la soc. franQ. de phys. 1880, p. 16.) 
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Nehmen wir eine pulsierende Kugel A in einem Gase an, 
so wird in demselben, so lange das Volumen von A grösser ist, 
als sein mittleres Volumen, Kompression stattfinden und somit 
A auf eine zweite zunächst nicht pulsierende Kugel B eine ab- 
stossende Kraft ^) ausüben, während der Zeit dagegen, in welcher 
das Volumen A unter seinem Mittelwert liegt, wird Anziehung 



Fig. 1. 




O 



der Kugel B erfolgen. Pulsiert nun B mit derselben Phase wie 
A, so wird die abstossende Kraft auf eine Oberfläche B wirken, 
die grösser ist, als ihr Mittelwert, die anziehende Kraft auf eine 
Oberfläche B, die kleiner ist als ihr Mittelwert, somit wird der 
Gesamteffekt eine Abstossung sein; das Umgekehrte tritt 6in, 
wenn die Kugeln A und B mit entgegengesetzten Phasen 
pulsieren. 

Ich habe vergeblich versucht, diese Deduktion durch strenge 
Ableitungen aus den Differentialgleichungen für kompressible 
Flüssigkeiten zu bestätigen, habe vielmehr einen Wiederspruch 
in derselben entdeckt. Ist die intermediäre Flüssigkeit so kom- 
pressibel, dass der von A ausgehende Flüssigkeitsdruck das Vor- 
zeichen der Verschiebung nach aussen, nicht ihres 2. Diffe- 
rentialquotienten nach der Zeit hat (wie bei inkompressibeln 
Flüssigkeiten s. Anm. 1 dieser Seite), so ändert sich die Phase 
der von A ausgehenden Schwingung in sehr kurzen Wellen- 
längen, vergleichbar mit dem Radius der pulsierenden Kugeln, 
und es wird überhaupt keine Wirkung eintreten, da schon bei 
geringen Verschiebungen von B Anziehung in Abstossung, Ab- 
stossung in Anziehung übergehen würde. Ist andererseits die 



') Ist die intermediäre Flüssigkeit inkompressibeJ, so tritt das Um- 
gekehrte ein, da der von A ausgehende Flüssigkeitsdruck das Vorzeichen des 
2. Differentialquotienten der nach dem Sinusgesetz schwingenden Oberfläche 
nach der Zeit, also grade entgegengesetztes Vorzeichen mit der Oberflächen- 
verschiebung hat. Man kann so die Schwedoff'sche Deduktion zu einer 
Veranschaulichung der Bjerknes'schen Resultate benutzen. Vgl. übrigens 
die strenge Ableitung im IL Abschnitt. 



Intermediäre Flüssigkeit schwach kompressibel, so dass die Phasen- 
änderung eine ausserordentlich grosse Wellenlänge hat, so ist, 
wie bei inkompressibeln Flüssigkeiten der von A ausgehende 
Flüssigkeitsdruck von dem Vorzeichen des 2. Differentialquotienten 
der Oberflächenverschiebung nach der Zeit, nicht von dem Vor- 
zeichen der Verschiebung selbst, wie in der Deduktion von 
Schwedoff angenommen wird.^) 

Für die experimentelle Beantwortung der Frage, ob durch 
Ersetzung der inkompressibeln Flüssigkeit durch eine kompressible 
die Bjerknes'schen Resultate umgekehrt ^werden, dafür sind wohl 
die bisher (namentlich die von Bjerknes) angewandten technischen 
Hilfsmittel nicht ausreichend. 

Ersetzt man die intermediäre Flüssigkeit durch ein festes 
elastisches Medium, so hat man 2 Konstanten zu seiner Ver- 
fügung, nicht bloss die Kompressibilität, wie bei den Gasen, 
sondern auch die Elasticitätskonstante^ und man kann durch 
zweckmässige Wahl derselben zu einer Umkehrung der Bjerknes- 
schen Resultate gelangen. Leahy^) hat auf Grundlage der 
Lame'schen elastischen Gleichungen die ausserordentlich müh- 
same Rechnung durchgeführt und die gesuchte Umkehrung er- 
langt. Wir stehen jedoch hier nicht mehr auf den Grundlagen 
der Hydrodynamik, sondern müssen uns auf die Lame'schen 
Gleichungen verlassen, die selbst einer wünschenswerten Sicher- 
heit entbehren; andererseits tritt wieder die Schwierigkeit für 
die Anschauung auf, ein festes elastisches Medium als den Welten- 
raum durchdringend anzunehmen.^) 

Schliesslich ist noch eine dritte Umkehrung der Bjerknes'schen 
Resultate versucht worden, nicht wie bei Schwedoff und Leahy 



■) In jedem Falle ist die Methode der Schwedoff'schen Deduktion in 
ausgezeichneter Weise geeignet, sich, ohne in die oft langwierigen strengen 
Rechnungen einzutreten, von vornherein eine Anschauung von den zu- 
erwartenden Resultaten zu machen. 

■^ ^) Leahy. On the pulsations of spheres in an elastic medium. Camor. 
Phil. Trans. XIV P. 1. 1885. Eine zweite, ebenso wertvolle Arbeit desselben 
Verfassers behandelt Analogien zu den Wechelwirkungen elektrischer 
Ströme. Wir werden auf diese Arbeit (C. P. T. XIV P. 2. 1885) in einem 
2. Teile unserer Theorie, der über Elektrodynamik handeln soll, zurück- 
kommen. 

^) Diese Schwierigkeit fallt für diejenigen fort, die an den Licht» 
äther glauben. 
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durch Modifikation des Zwischenmediums, sondern durch eine 
besonders merkwürdige Form der Pulsationsbewegung. Bäcklund *) 
lässt die Kugeln so pulsieren, dass sie sich von ihrem gewöhn- 
lichen Zustand ausserordentlich schnell mit konstanter Geschwindig- 
keit ausdehnen und dann (relativ) langsam mit konstanter Ge- 
schwindigkeit in ihre frühere Lage zurückkehren und so periodisch 
fort in ausserordentlich schneller Aufeinanderfolge. Um das 
Raisonnement Bäcklund's zu verstehen, nimmt man am besten 
die Methode der Schwedoff'schen Deduktion zu Hilfe. Da die 
Dilationen und Kompressionen rfiit konstanter Geschwindigkeit 
erfolgen, so sind die von den pulsierenden Kugeln ausgehenden 
Drucke von demselben Vorzeichen, wie die Oberflächenverschie- 
bungen nach aussen, also entgegengesetzt den bei Bjerknes infolge 
der Sinusschwingungen auftretenden Drucke. Das Resultat mus& 
also dem ersten Anschein nach dem Bjerknes'schen Resultate 
entgegengesetzt sein. Wo aber bleibt der Sprung beim Über- 
gang der positiven konstanten Geschwindigkeiten in die negativen 
und umgekehrt? Derselbe muss als ein ausserdentlich rascher 
Geschwindigkeitswechsel berücksichtigt werden, und es ist un- 
mittelbar klar, dass die Verhältnisse dadurch den bei der Sinus- 
pulsation auftretenden Verhältnissen analog werden müssen, 
d. h. bei der Berücksichtigung der Sprungstelle muss man 
wiederum zu dem Bjerknes'schen Resultate gelangen. Die Bäck- 
lund'sche Umkehrung, die dies unterlässt, muss als geradezu 
unzulässig angesehen werden. 

Die Leahy'sche Umkehrung der Bjerknes'schen Resultate 
kann als Ausgangspunkt für eine Theorie der elektrischen Er- 
scheinungen von denjenigen genommen werden, die an den festen 
Lichtäther und die Lame'schen elastischen Gleichungen glauben. 

Auf Grundlage der Hydrodynamik wird man nach meiner 
Ansicht zu einer solchen Umkehrung weder durch eine Modi- 
fikation der intermediären Flüssigkeit, noch durch eine Modifikation 
der Pulsationsform gelangen, sondern nur durch eine Modifikation 
der Starrheit der pulsierenden Oberflächen. Auf einer solchen 
beruht die unserer Theorie zu Grunde liegende Umkehrung der 
Bjerknes'schen Resultate (§ 4). 



^) Bäcklund. Zur Wellentheorie gasartiger Mittel. Math. Ann. 1889. 



^ I 
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§ 3. 
Begründung einer Theorie der Gravitation. 

Wir haben schon im vorigen Paragraph bemerkt, dass zur 
Begründung einer Theorie der Gravitation die Bjerknes'schen 
Resultate ausreichen. 2 pulsierende, sonst starre Kugeln ziehen 
sich bei geeignet gewählten Amplituden nach dem Newton'schen 
Gravitationsgesetze an, sobald sie gleiche Phase haben. Es sind 
aber 2 Voraussetzungen hierbei gemacht, einmal das Zwischen- 
medium ist eine völlig inkompressible Flüssigkeit, zweitens die 
Centraldistanz der beiden Kugeln ist sehr gross im Verhältnis zu 
ihren Radien. Jede der beiden Voraussetzungen giebt Anlass 
zu einer Einwendung gegen die Theorie der Gravitation, welche 
die Welt aus einer inkompressibeln Flüssigkeit und darin schwim- 
menden mit gleicher Phase pulsierenden Körperchen zusammen- 
gesetzt annimmt. 

Der erste Einwand ist: Es giebt in der Natur keine absolut 
inkompressible Flüssigkeit und keine unendlich rasche Fort- 
pflanzung einer Wirkung, die der absoluten Inkompressibilität 
entspricht; ist andererseits die Flüssigkeit auch nur in geringem 
Maasse kompressibel, so würde zwischen 2 mit gleichen Phasen 
pulsierenden Kugeln Abstossung eintreten, sobald ihre Distanz 
grösser als eine Va Wellenlänge ist. ^) 



Vgl. Leahy Cambr. phil. Trans. XIV. P. 1. 1885: 

If any explanations of the nature of gravitatxon or of electrical forces 
are to be based on suppositions of the transmission of motion, or stress 
through a medium intervening between the electrified bodies, it appears 
that such explanations must be based on the hypothesis that the medium 
behaves like an elastic solid, unless space is to be supposed to be filled 
with a second medium, whose properties differ from that in which light 
is supposed to be propagated. Thus it appears that hypotheses based on 
the theory of inkompressible fluids must be erroneous, and it should be 
observed that even if two media are admitted, the second if a fluid can 
hardly be supposed to be absolutely inkompressible. This appears to be 
a serious objection to a theory which has been adduced to explain gravi- 
tation, based upon Bjerknes* investigation, in which it is supposed that 
all atons are pulsating in phases not differring from one another by more 
than a quarter period and that the intervening medium is an inkompressible 
fluid. If this were the case, the law of universal attraction according to 
the law of the inverse Square would follow; but unless the medium is 
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Es ist nun aber eine derartige ümkehrung der GravitatioDs- 
erscheinung nicht der Erfahrung entgegen, wie Leahy sagt, sondern 
noch nicht beobachtet worden, es ist sehr wohl möglich, dass 
bei Entfernungen, die viel grösser als die innerhalb unseres 
Sonnensystems in betracht kommenden Entfernungen sind, eine 
solche Umkehrung eintritt, und es ist dies mit demselben Grade 
von Sicherheit zu erwarten, wie die Endlichkeit der Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der Gravitationswirkung. Wir können also, ohne 
der Anschauung Zwang anzuthun und gegen die Erfahrung zu 
Verstössen, das Zwischenmedium als eine so wenig kompressible 
Flüssigkeit ansehen, dass die durch die Kompressibilität hervor- 
gerufenen Störungen die Gravitationen innerhalb unseres Sonnen- 
systems nicht modifizieren. 

Ein zweiter Einwand könnte darin bestehen: Das Gravi- 
tationsgesetz wurde nicht mehr bestehen, sobald sich die pul- 
sierenden Teilchen nahe kommen. Hiergegen ist aber zu 
bemerken, dass der Erfahrung gemäss das Gravitationsgesetz 
nicht mehr besteht, sobald die beiden gravitierenden Teilchen 
einander zu nahe kommen. 

Schliesslich wird man fragen: Wenn wir wirklich die Ursache 
der Gravitation in dem Pulsieren kleiner Körper in einer das 
Weltall durchziehenden, nahe inkompressibeln Flüssigkeit ansehen, 
was ist die Ursache jener Pulsation? Es lässt sich hierüber noch 
mancherlei ausdenken, wir wollen aber in dem regressus hier 
inne halten; ein wesentlicher Schritt vorwärts ist damit gethan, 
dass man der Gravitation eine dynamische Ursache gegeben und 
die Fernwirkung durch die Wirkung einer intermediären Flüssig- 
keit ersetzt hat. 

§4. 
Die Begründung einer Theorie der Elektrostatik. 

I. Wir denken uns im Räume eine Kugeloberfläche, 
deren unendlicher Aussenraum durch eine reibungs- 
und wirbellose, inkompressible Flüssigkeit ausgefüllt 

supposed to be absolutely inkompressible, in which case all pulsations 
would be instantaneously diffused throughout spaee, there would on this 
theory be repulsion between bodies at distances greater than a quarter 
wave length, and bodies would at certain distances repel one another, which 
is contrary to Observation. 



X' 
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wird. Durch die poröse Oberfläche möge periodisch 
Flüssigkeit eingesaugt und ausgestossen werden. 

Wir sehen in dieser Anordnung den Typus eines 
elektrischen Teilchens, welches sich in einem voll- 
kommenen Nichtleiter befindet. 

Der Unterschied unseres elektrischen Teilchens von dem 
Bjerknes'schen hydroelektrischen Teilchen ist der, dass dort die 
Pulsation der Flüssigkeitsoberfläche mit der entsprechenden 
Pulsation der starren Oberfläche verbunden ist, während hier 
trotz der Pulsation der Flüssigkeitsoberfläche die starre Ober- 
fläche in Ruhe bleibt oder (ein Fall, der erst in der Elektro- 
dynamik auftreten wird) eine von der Pulsation der Flüssigkeits- 
oberfläche unabhängige^) Pulsation besitzt, so dass ein periodisches 
Einsaugen und Ausstossen der Flüssigkeit durch die Kugelfläche 
hindurch stattfindet. 

IL Wir nehmen an, dass die Schwingungsdauer 
dieser elektrischen Pulsationen gleich der Schwin- 
gungsdauer der Gravitations-Pulsationen ist, nennen 
ein elektrisches Teilchen, dessen Schwingungsphase 
eine bestimmte,^) von uns noch nicht gekannte Differenz 
gegen die Gravitationsschwingungsphase hat, positiv 
elektrisch, und ein elektrisches Teilchen, dessen 
Schwingungsphase der eines positiv elektrischen Teil- 
chens grade entgegengesetzt ist, negativ elektrisch. 

III. Für die mathematische Analyse betrachten wir 
die elektrischen Teilchen trotz des Einsaugens und 
Ausstossens der umgebenden Flüssigkeit als starre 
Körper.^) 



*) Wir wollen hiermit nicht sagen, dass keine Relation zwischen den 
beiden Pulsationen bestehen wird, sondern, dass die eine Pulsation nicht 
grade der anderen entgegengesetzt zu sein braucht. 

^) Wir nehmen an, dass diese Phasendifferenz o oder n ist. 

^) Man kann sich vorstellen, dass beim Eintreten in die starre Kugel 
die Flüssigkeit mit den Teilchen an der Oberfläche sofort eine feste 
Verbindung eingeht, die sich nun periodisch auflöst und wieder zu 
Stande kommt. 

Die Hypothese III kann somit nicht als unanschaulich betrachtet 
werden, im Übrigen ist durch dieselbe der Spekulation noch ein freier 
Spielraum gelassen. 



"(y 
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Wir bezeichnen eine inkompressible Flüssigkeit als einen 
absoluten Nichtleiter, sobald dieselbe wirbel- und reibungslos 
ist, sobald also in derselben durch keinerlei Einwirkungen Wirbel 
hervorgerufen werden können, Flüssigkeiten, in denen trans- 
latorische Bewegungen Wirbel hervorrufen können, ^) nennen wir 
Leiter der Elektricität. Wir werden erst in einem IL Teile 
dieser Arbeit, welcher über Elektrodynamik handeln soll, den 
folgenden Satz ableiten, der hier als vorläufige Definition des 
Leiters gelten soll: 

IV. Wird ein Leiter in einer in irgendwelcher Be- 
wegung befindlichen, unbegrenzten, inkompressibeln, 
Wirbel- und reibungslosen Flüssigkeit sich selbst über- 
lassen, so nähert sich der Bewegungszustand des 
Systems einem stationären Zustand, in welchem keine 
tangentiale Bewegung der Flüssigkeit gegen die Ober- 
fläche des Leiters vorhanden ist. 

In mathematischer Ausdrucksweise: 

Das Geschwindigkeitspotential der umgebenden 
inkompressibeln Flüssigkeit ist an der Oberfläche 
eines Leiters konstant. 

Wir beschäftigen uns in der Elektrostatik nur mit solchen 
Problemen, in denen der in IV erwähnte stationäre Zustand 
bereits erreicht ist, das Einsaugen und Ausstossen von Flüssig- 
keit kann somit an der Oberfläche eines Leiters nur in normaler 
Richtung vor sich gehen, und wir werden die mittlere Schwin- 
gungsgeschwindigkeit eines an der Oberfläche gelegenen Flüssig- 
keitsteilchens, abgesehen von einem konstanten Faktor, als die 
Dichte der an dieser Stelle der Oberfläche vorhandenen Elek- 
tricität bezeichnen.^) 

Mit Hilfe der Hypothesen I — IV und der angegebenen De- 
finitionen werden wir zu dem Coulomb'schen Gesetz gelangen 
und alle Erscheinungen der Elektrostatik ableiten können. 

Um die Theorie der Anschauung noch näher zu bringen, sei 
mir gestattet, meine Vermutungen über die Entstehung der elek- 
trischen Pulsationen mitzuteilen. Schon durch die Hypothese II 

') Dies kann bei Annahme innerer Eeibung oder bei Vorhandensein 
von Wirbelfäden geschehen. 

^) Das Vorzeichen wird durch die Vergleichung der Phase mit der 
eines positiv elektrischen Teilchens entschieden. 
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ist ein Zusammenhang zwischen den gravitatorischen und elek- 
trischen Pulsationen ausgedrückt, und es ist anzunehmen, dass 
die elektrischen Pulsationen geradezu eine Wirkung der Gra- 
vitation vorstellen. 

Wir denken uns eine Kugel aus leitender Substanz in einer 
unbegrenzten, inkompressiblen oder vielmehr sehr schwach kom- 
pressiblen Flüssigkeit, die die gravitatorischen Pulsationen leitende 
Flüssigkeit innerhalb der Kugel besitze die Dichtigkeit /i*, die 
umgebende Flüssigkeit die Dichtigkeit f. 



Fig. 2. 




An der Grenze der beiden Flüssigkeiten wird sich durch 
Mischung eine Schicht bilden, deren (übrigens mit dem Orte 
variable) Dichtigkeit jedenfalls die Bedingung erfüllt: 



./ ^- 



Ist nun zu einem bestimmten Zeitaugenblick to ein Teilchen 
der Schicht «' in normaler Richtung etwa nach dem Innern der 
Kugel abgelenkt, so wird, wenn 

die Gravitation das Teilchen an die Oberfläche der Kugel zurück- 
treiben, dasselbe wird über dieselbe hinausgehen, in die äussere 
Flüssigkeit eintreten und von dort wiederum, da «' > «, an die 
Oberfläche zurückgetrieben werden und so fort. Diese Schwin- 
gung kann nur durch eine etwa auftretende Reibung zerstört 
werden, und als ihre Ursache ist die Gravitation anzusehen. 

Es soll dies nur eine qualitative Veranschaulichung der Ver- 
hältnisse sein, eine exakte Ableitung der hierbei auftretenden 
Kräfte, sowie die Ableitung der Schwingungsdauer und der Phase 
mag der späteren Zeit vorbehalten bleiben. 
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§ 5. 

Welche Resultate haben wir zur Beg^ründung unserer Theorie 

mathematisch abzuleiten? 

1. Das Newton'sche Gravltationsgetz ^) für die Wechsel- 
wirkung zweier hydroelektrisch pulsierender 2) Kugeln. (II. Ab- 
schnitt, § 1). 

2. Das Coulomb'sche Gesetz für die Wechselwirkung zweier 
elektrisch pulsierender Kugeln. (IL Abschnitt, § 3). 

In § 2 und § 4 des IL Abschnittes werden wir an jedes der 
beiden Hauptprobleme einige wichtige Bemerkungen knüpfen. 



') Die erste Aufgabe ist von Bjerknes mit Hilfe der Anwendung des 
Hamilton'schen Prinzips auf Flüssigkeitsbewegungen zuerst gelöst worden. 
Wir bedienen uns, da dasselbe für unsere 2. Aufgabe nicht mehr gilt, in 
beiden Fällen der direkten Rechnung. 

-) Im Besonderen sollen hier 2 Pulsationen mit gleichen Phasen an- 
genommen werden. 



j 



n. Abschnitt. 

Hydrodynamische Grrnndprobleme 
für die Theorie der Orayitation und der 

Elektrostatik. 

§ 1. 

über die Wechselwirkung zweier in einer inkompressibeln, wirbel- 

und reibungslosen Flüssigkeit pulsierender starrer Kugeln, deren 

Radien klein sind im Verhältnis zu ihrer Centraldistanz. 

Definition der Pulsationsbevvegung. 

Unter Pulsationsbewegung einer Kugelfläche soll eine der- 
artige Bewegung ihrer Oberflächenpunkte verstanden werden, 
dass diese zur Zeit t von dem festen Centrum der Kugel die 
Entfernung: 

R = Ro -h oe sin ( ^ 4- ßj 27T 

besitzen, wo RqkT ß Konstanten vorstellen. 
Ro heisse schlechthin der Radius der Kugel 
a die Amplitude 



T die Schwingungsdauer 

X =^ 27r =r die Geschwindigkeit 



der Pulsation. 



rp + j^)27r die Phase 

Wir werden in allem Folgenden, wo wir von pulsierenden 
Kugeln sprechen werden, die Amplituden a der Pulsationen klein 
gegen die Radien R der pulsierenden Kugeln ansehen und T als 
eine sehr kleine Zeitdauer auffassen. 
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Wirkung einer pulsierenden Kugel mit ruhendem 
Centrum auf eine sie umgebende unbegrenzte, inkom- 
pressible, reibungs- und wirbellose Flüssigkeit. 

Wir nehmen in einer unbegrenzten, inkompressibeln, reibungs- 
und wirbellosen Flüssigkeit eine pulsierende Kugel (Rq xT ß)^) 
mit ruhendem Centrum an und suchen die Bewegung, die durch 
dieselbe in der umgebenden Flüssigkeit hervorgerufen wird. 

Da die Flüssigkeit reibungs- und wirbellos gedacht wird, so 
besitzt die Bewegung der Flüssigkeit ein Geschwindigkeitspotential, 
d. h. die Geschwindigkeitskomponenten u v w eines Flüssigkeits- 
teilchens (x y z) sind als partielle Diflferentialquotienten ein und 
derselben Funktion tp (x y z) nach den entsprechenden Koor- 
dinaten darzustellen: 



«) 



u = 



V = 



w = 



6q 



Da ferner die Flüssigkeit inkompressibel ist, so genügt das 
Geschwindigkeitspotential tp innerhalb des Raumes^ der von der 
Flüssigkeit ausgefällt wird, der Gleichung: 



ß) ^9 = 



d^y d^ip d^(f 



"T" t__Q "f" 



dx^ dy 



dz2 



= 0. 



Zur vollständigen Bestimmung von (p sind an den Grenz- 
flächen dieses Raumes die normalen Geschwindigkeiten, die 

Werte von -j- (n die nach dem Innern der Flüssigkeit ge- 
richtete Normale) gegeben. Es ist: 

y) -^ = ^ ™ Unendlichen, 
da die Flüssigkeit im Unendlichen ruhen soll. 



') Die Klammer (RoxT/J) soll anzeigen, dass Rq den Radius, x die 

Geschwindigkeit, T die Schwingungsdauer, fm^ -|-/j)27r die Phase der Pul- 
sation vorstellen soll. 
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,, dy dR / 1 .\ „ 



an der Kugelfläche (R). 

Mit Hilfe der Methoden der Potentialtheorie ergiebt sich: 

xR2 / 1 \ 



Fig. 3. 




WO r die Entfernung des Punktes (x y z), auf den sich y bezieht, 
vom Centrum der pulsierenden Kugel bezeichnet. 

I. DieBewegung, die in einer inkompressibeln, 
unbegrenzten, reibungs- und wirbellosen Flüssig- 
keit durch eine pulsierende Kugel (R^xT/^) mit 
ruhendem Centrum hervorgerufen wird, besitzt 
das Geschwindigkeitspotential: 

1-) «^^-^cos^Tp + /J^27r, 

wo r die Entfernung des Punktes (xyz), auf den 
sich (f bezieht, vom Centrum der pulsierenden 
Kugel vorstellt. 

Wirkung zweier pulsierender Kugeln mit ruhenden 
Centren auf eine unbegrenzte, inkompressible, reiburigs- 
und wirbellose Flüssigkeit. 

Wir nehmen nun 2 pulsierende Kugeln (Rq x T /9) und 
{Rq x' T' ßf) in einer unbegrenzten, inkompressibeln, reibungs- 
tmd wirbellosen Flüssigkeit an. Um die Bewegung der Flüssig- 
keit zu finden, haben wir ein Potential ^ des Aussehraumes det 

beiden Kugeln aufzusuchen, dessen normale Ableitungen -^ 

on 
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(n die nach dem Innern der Flüssigkeit gerichtete Normale) aD 
den Grenzflächen die folgenden Bedingungen erfüllen: 

Es ist: 



«) -t-=» 



im Unendlichen, 



an der Kugelfläche (R), 



dif dR' 



dt 



X cos ( Y> 



ß'Vzn 



an der Kugelfläche (R'). 



Das gesuchte Potential lässt sich mit Hilfe einer kombina- 
torischen Methode als Summe zweier unendlicher Reihen darstellen ; 

Man berechne successive die Potentialfunktionen: 

des Äussenraumes der Kugel (R): 

^9\ 



ß) 



ffi SO dass 



ycr „ 



»1 



du 
äfpa 



(R) 



= xcos 



(^ + ß) 2^, 



dya'-l 



ß') 



(R) I ^n l(R) 
des Äussenraumes der Kugel (R'): 

o)/ so dass !-j^ 
^^ I on 



,<r=2,3... 



(pa „ 



n 



"dn 



(R') 



(R') 



= X cos 



(^ + ß') 'in, 



d(pa^l 



dn l(R') 



, ,<r=2,3.,. 



dann stellt die Reihe: 



C/3 



n y = 2<^ (9'<^ + «»o') 



die von uns gesuchte Potentialfunktion dar, und zwar nehmen 
die Glieder der beiden Reihen: 



2 9<f und 2 9"^ 
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i 

rascher ab, als die der resp. geometrischen Reihen: 

! 

'^_ 4R \<'-l.....'^./ 4R' \<^-i 

i 



?"(7^^)-'-?-(^)' 



WO Q die Gentraldistanz der beiden Kugeln darstellt.^) 

^ (Hieks und andere englische Mathematiker, die sich mit dem 
allgemeinen Problem der Auffindung von y unter den Bedingungen 
cc) «') a") beschäftigt haben, bedienen sich der kombinatorischen 
Methode der Bilder). 



Fig. 4. 



ö 




Wir nehmen nun q so gross gegen R und R' an, dass wir 
Orössen der dritten Ordnung in Bezug auf 

R , R' 

— und — 

Q Q 

vernachlässigen können. Wir werden sehen, dass schon die 
Glieder (p2 uud (p2 vom zweiten Grade in Bezug auf diese Grössen 
sind; somit sind die Glieder SPs y^ . . . . ^^a ^4 . . . von höherer 
Ordnung und zu vernachlässigen. Es ist daher: 

€pi und (pi sind die Potentiale der pulsierenden Kugeln, jede für 
sich allein gedacht, somit nach I: 



rf) 



XR2 
«pl = COS 

x'R 
Vi = — 



'2 /t \ 
- cos (^ + n 2jr, 



') Es folgt dies aus einem allgemeineren Satze, den ich in meiner 
Inaugural-Dissertation: Über die Anwendbarkeit kombinatorischer Methoden 
zur Reduktion von Problemen der Hydrodynamik, Elektrodynamik und der 
magnetischen Induktion, (Druck von G. Bernstein, Berlin 1890), p. 27, 
abgeleitet habe. 

2* 
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wo r und r' die resp. Entfernungen des betreffenden Flussigkeits- 
teilchens (xyz) von den Centren der Kugel (R) und (R') vor- 
stellen. 

^2 ist nach den Formeln ß) die Potehtialfunktion des Atissen- 
raumes der Kugel (R), für die 



«) 



dn 



(R) 



rfn (R) 



'R'2 



x'R 



cos (qü) cos yY+ß') 2fr, *) 



(immer bei Vernachlässigung von Grössen dritter Ordnung in 

Fig. 4. 




R R' 

Bezug auf — und ), und man erhält mit Hilfe, der Methoden 

der Potentialtheorie: 

1 R'2 R3 / t \ 

^2 = - 2 ""' 72- • 72- cos (^r) cos ( ,jp + ß'j 2n, 



analog : 







1 R2 R'3 / 1 \ 

^2'= + 2 '^ 72- *7F COS {qv') cos I^y 4- ßj 27t. 



II. Die Bewegung, die in einer unbegrenzten, 
inkompressibeln, reibungs- und wirbellosen 
Flüssigkeit durch 2 pulsierende Kugeln {RqxT ß) 
und (R'o^'T'/J') mit ruhenden Centren hervor- 
gerufen wird, besitzt das Geschwindigkeits- 
potential: 

'P'2 

? 



xR2 
2.) 9' = --7'Cos^^ 



-f^r + /?) 27r - ^- cos (^ + /?') 2;r 



1 , ß'? R3 . ^ / 1 ^,\ ^ 

■" 2 ^ 72- • 72- cos (^r) cos [j^ -f- /? j 27r 



1 R2 R'3 

■^ 2 "" e' r 



V^ / 1 \ 

;,2 COS (^r') cos ( -^ ^" n 2^» 



^) Die Richtung q ist positiv gerechnet in dem Sinne: 
Centrum der Kugel (R) > Centrum der Kugel (R'). 
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wo r und r' die resp. Abstände des entsprechen- 
den FlOssigkeitsteilchens (xyz) von den Centren 
der Kugelflächen (R) und (R') sind. Vorausgesetzt 
wird dabei, dass der Centralabstand q der beiden 
Kugeln so gross ist im Vefhältnis zu den Radien 
R und R', dass man schon Grössen dritter Ord- 

R R' 

nung in Bezug auf — und — vernachlässigen darf. 

Q Q 

Wechselwirkung zweier pulsierender Kugeln mit 
ruhenden Centren in einer unbegrenzten, inkom- 
pressibeln, reibungs- und wirbellosen Flüssigkeit. 

Die Aufgabe, die wir uns hier stellen, besteht darin, die 
Resultanten der Druckkräfte zu berechnen, die die Flüssigkeit 
bei ihrer durch das Geschwindigkeitspotential 2) gekennzeichneten 
Bewegung auf die Oberflächen der Kugeln (R) und (R') ausübt. 

Wir betrachten zuerst die auf die Kugel (R') ausgeübten 
Drucke; wir sehen zunächst, dass bei Betrachtung der Flüssigkeits- 
bewegung in der Nähe dieser Kugel das 3^ Glied von g) in 2) 

R R' 

von der vierten Ordnung in Bezug auf — und — ist, also: 

«) 9 = pTCOsjY + /*)2^--^eos(^ + /?'j27r 

1 R2 R'^ / 1 \ 

Nach einer bekannten Formel der Hydrodynamik wird der 
Druck p an einer Stelle (xyz) einer inkompressiblen, reibungs- 
und wirbellosen Flüssigkeit durch folgende Formel dargestellt: 



ß) P--* 






i[(4)'-(t;-®lf 



wo (p das Geschwindigkeitspotential, s die Dichtigkeit der Flüssig- 
keit vorstellt. Wir haben, um den Druck an einer Stelle der 
Oberfläche (R') zu berechnen, den Wert a) von y in ß) ein- 
zusetzen und zu berücksichtigen, dass wir es mit Punkten der 
Kugeloberfläche (R') zu thun haben. 



— 22 — 



Es ist nun: 



, d(f xR227r . (i , .\- x'R'*2rr . /t „X^ 
r) ^^ = — -^ sinfij, + /»l2nr + ^jr--^ sin (^ ^ + /T j 2» 



^ 



2x«R 



cos« (i 4- /») 27» - '^?-' cos« (j. + /r) 2« 



1 2n: R« R'« 

— « X 



2 T ß« r 



3 ,R»R' 

4-Ö»» — r 
2 ß«r 



^, cos (qt') sin ( ^ + ß\ 2n 
>2- COS (^r') cos (>j, -f- ß) 2n cos ( ^ 4- /J'j 27r 



p2 



^ cos fer') cos» (^ 4- ß^ 2n; 



Ix 



= -pä" cös (rx) cos f ip 4- /y \ 27r 4- -p^- cos (r x) 



cos 



(1..) 



2« 



1 R«R'» 



cos 



(i + ßj 2n, 



^^ = -5- cos (ry) cos [y^ + /» j 27r + y^ cos (r y) 



.cos 



[t"-^) 



2n 



1 R2R'8 
4- ^ X o,.8 (cos (ßjr) — 3cos (r'y) cos (^r')) 



2 ßV» 



cos 



(-T -+• /») 2nr, 






xR2 , , /t -\„ x'R'« , , , 
-2 cos (rz) cos ( Y + /*; 2rr + —,3- cos (r z) 



cos 



(t'^'^) 



2ir 



1 R*R'* 
X . (cos (^z) — 3cos (r'z) cos (pr')) 



2 ?V» 



cos 



(i + /j) 2;r; 
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somit ist: 



■)(^)*-(^)'-(t)'-^*-'(^-^)^" 



4- 



2w»'R«R'=' 



rV« 



cos (rrO cos ( =! + ßj 2n 

.cos(^ + /»')23 
■ Tspr— cosfer)cos(^^ + /Jj27r 



cos(^^ + /J')2jr 



Fär die Punkte der Eugelfläche (R') ist: 

r' = R', 
r = 9 + R' cos (n^). *) 

Fig. 6. 




Setzen wir diese Werte für r und r' in ;') und *) ein und 
lassen sogleich alle konstanten (nur von t abhängigen) Glieder 
fort, so erhalten wir: 

d<p «Rg 2^ . (i_ \ 2x»R 

di~q + R'cos(n?) ' t ^"^ ^T "*" '^J q + R'cos(nc) 



f) 



COS 



2 



(i..) 



2/r 



1 27rRaR' 



""i *T^^^^^"^^^^^(t"^^)^^ 



Die Vernachlässigung in dieser Formel ist so gewählt, dass sie für 

R R' 

unser Resultat nur Fehler von Grössen dritter Ordnung in Bezug auf — und -- 

hervorrufen würde. 

*) Der horizontale Strich über -^ soll anzeigen, dass wir es mit 
Werten dieser Grösse an der Kugelfläche (R') zu thun haben. 
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2 **' -j cos (nq) cos (^^ + ßj 2n cos ^^ + ßf^ 2n 



+ x'* — 2~ <^os (riß) cos- (^^ 4- ß] 27t, 



. <«)"-(^)*-(^)"— 



Der Druck an der Kugelfläche (R') wird hiernach durch 
folgende Formel dargestellt: 

^) p = -e - (1-— cos(n?)j^sin(^^ + /*j27r 

2x2R/. R' ^ N ,/t . A- 
(1 cos (ng) j cos^ ( •= + ßj 2n 



1 27rR2R' , , . /t Ao 
~ "2 * "f ~ö2~ ^^^ ^"^^ ^'" It ■•■ ^) 

3 R^ / 1 \ ' t 

4- ^ xx' -2 cos (ng) cos (^^ + ßj 2n cos (^^ 

+ *^ —2" cos (np) cos^^Tp + ßj 2n\. 



ß:)2n 



Wir können nun nach Ausmultiplikation der kleinen Klammern 
das 1. und 3. Glied als konstant fortlassen, und wir erhalten 
durch Zusammenziehen der übrigen Glieder: 



^')-p = « 



H 



3R2R' 2n . n 
3x2RR' 



cos 



2 



(4 + ß) 2^ 



2n 



3 ,W 

+ -SXX 

2 ß 



acos^^ 



/*) 27r cos {^, + /T) 27r| cos (np). 






Die Resultante (X Y Z) der Drucke p berechnet sich mit 
Hilfe der Formeln: 



X = I (— p) cos (nx) do', 

®h Y = J(- P) cos (ny) do', 

Z = I (— p) cos (nz) do', 
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die Integrale aüsziidehnen über alle Elemente do' der Kugelfläche 
(R'). Für unseren Wert ^') von (— p) folgt mit Hilfe der Formeln: 

coa (uft) cos (nx) do' = -q- R'^ cos (^), 







cos (n^) cos (ny) do' = -s- R'^ cos (jy), 



J4c7I 
cos (nq) cos (hz) do' = ^. R'^ cos (^z) 



für X, Y, Z: 



X) 



Y 4W:. COS(gx);^ 

„ _ 4nr - cosfey) 
„ 47r cos(?z) ^ 



T 



Avo: 



I 5 



A) V = -^ 



3 2n^ 
2* T 



R2R'8sin(i + /j) 



27r 



t 



+ |>ix' R?R'2 cos (^ + )*) 27r cos (^ + /S') 27r. 

Wir nehmen nun an, dass die beiden Pulsationen dieselbe 
Schwingungsdauer T besitzen und berechnen die mittleren 
Kräfte (XYZ) in einem Zeitintervall T. Dieselben sind mit. Hilfe 
der folgenden Formeln zu berechnen: 

t + T 



i«) 



S=rp Xdt, 



«-AJ 



t + T 
Ydt, 



t 



.-ir 



t + T 
Zdt. 



^ 
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"Wir erhalten somit unter Berücksichtigung der Formeln: 



(r=r 

v) 



T 
= Ka + a— « sin ( = + 



2jt 



für S, H, Z: 



^'==^'+2^ 



ß)2n, 
x'sin(^ + /J')27r, 



T , . /t 



•) 



3 *~^ä— •"' 

47r co3(gy ) 



wo: 



t + T 



7r)i2 = -^x 



3 2nr 



2 T 



t 
t + T 



Ji 



27r 



/ ' 



/ ■ 



t 



cos 



Nun ist: 



-^ + /») 27r 



cos (^ + /T j 2«') dt. ») 



?) 



t + T 

I sin (^^ + /») 2rr dt == 0, 



t 



t + T 



Jt 



t 



ß) 2n sin (i + /T) 2ä - cos (^ + ß) 2n 

cos (^ + /T) 2nr} dt = 0, 



') Wir vernachlfissigen Grössen von der Ordnung T. 
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somit: 



t + T 



7v')Si = -3xx' Ro2 R,'2 . i f«to(i + /») 27r sin (^ + /t) 2nr dt. 



t 
Wir unterscheiden nun 3 Hauptf&lle: 



TT 

1. Die Phasen der Pulsationen unterscheiden sich um -^, 


2. „ „ „ „ sind gleich, 


3. „ „ „ „ „ entgegengesetzt. 


Im 1. Falle wird: 


l>-0, 


im 2. Falle: 


i2 - - 1 XX' Ro2 Ro'2, 


im 3. Falle: 


i2 - + ^ XX' Ro2 Ro'2. 


Wir erhalten somit für die 3 verschiedenen Fälle die Formeln: 




[ Si-O, 


<^i) 


Ä,-0, 




^,-0, 



ffa) 



■=»2 



Ä 



- 2rr « . Mt' ?5-^'>'* cos (^x), 



2ftt'Xk 



, Ro^Ro'^ 



.2 



Zo = — 2/r « • »e 



, Ro W 



'2 



k2 



cosfey), 
cos (^z). 



Os) 



' t 



'S« 



Ä.= 



z.= 



+ 2rr « . xx' -»-"•- cos (qx), 

R 2R '* 
+ 27r « . xx' -5-7»- cos (qy), 

+ 27r*.xx'?Ä! 



cos (qz). 
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III. ^) Eine pusierende Kugel (R^ x T /?) mit 
ruhendem Centrum übt auf eine 2. pulsierende 
Kugel (Rq X T ß') ,m'\i ruhendem Centrum in einer 
unbegrenzten, inkompressibeln, reibungs- und 
wirbellosen Flüssigkeit eine Kraft aus, deren 
Komponenten X, Y, Z sich durch die folgende 
Formeln bestimmen: 



3) 



X = 



Y = 



— d • 27r € • xx' —^-2 ®- cos (px), 

R 2R '2 

- d . 27r « . xx' th^ cos (ey). 



Z = — cf • 27r « • XX 



R2D '2 
^0 



.2 



COS (qz). 



wofdieDichtigkeiit der Flüssigkeit, ß die Central- 
distanz der beiden Kugeln, positiv gerechnet in 
der Richtung (R^) >* (Ro')i und d einen Zahlen- 
faktor vorstellt, der für die 3 Hauptfälle: 

1. dass die Phasen der Pulsationen sich um 

TT 



2 



unterscheiden. 



2. dass die Phasen gleich sind, 

3. dass die Phasen entgegengesetzt sind, 

resp. die Werte 0, +1, —1, besitzt. Voraus- 
gesetzt wird dabei, dass die Centraldistanz der 
beiden Kugeln sehr gross ist im Verhältnis zu 
ihren Radien, und dass die Schwingungsdauer T 
der Pulsationen eine ausserordentlich kleine 
Zeitdauer ist. 

Wir heben den Fall der Gleichheit der Phasen besonders 
hervor : 

111/ 2 mit gleicher Phase und Schwingongsdauer pul- 
sierende Kugeln, die sich gleichzeitig in einer unbegrenzteni 
inkompressibeln, reibungs- und wirbellosen Flüssigkeit be- 
finden, ziehen sich an mit Kräften, die 



') Der Satz III spricht die Bjerknes'schen Resultate über die Wechsel- 
wirkung pulsierender Kugeln aus. 



,^-^ 
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1. den Fnlsationsgeschwindigkeiten, 

2. den Oberflächen der pulsierenden Kugeln direkt und 

3. dem Quadrat ihrer Centraldistanz 

umgekehrt proportional sind. Vorausgesetzt wird dabei, dass 
die Centraldistanz der beiden Kugeln sehr gross ist im Ver- 
hältnis zu ihren Eadien, und dass die Schwingungsdauer der 
Pulsationen eine ausserordentlich kleine Zeitdauer ist. 

Wir haben III und III' nur für den Fall abgeleitet, dass die 
Centren der pulsierenden Kugeln ruhen, die Ableitung ist nur 
wenig komplicierter, wenn die beiden Kugeln in. irgend welcher 
translatorischer Bewegung begriffen sind. Nur in dem Falle, dass 
diese translatorische Bewegungen sehr schnelle translatorische 
Schwingungen sind, ist die Ableitung der Sätze HI und IIF etwas 
umständlicher. Wir führen diesen allgemeinen Beweis hier nicht 
an, weil der allgemeine Fall eigentlich kein besonderes Interesse 
bietet; für einen speciellen, uns interessierenden Fall geben wir 
den Beweis in § 2. 

§2. 
Bemerkungen zu dem Bjerknes'schen Problem. 

Über die freie Beweglichkeit der pulsierenden Kugeln. 

Wir haben bei Behandlung des Problems der Wechselwirkung 
zweier pulsierender Kugeln zunächst angenommen, dass die 
Centren der pulsierenden Kugeln ruhen oder, wie in der Schluss- 
bemerkung von § 1 angedeutet wurde, gezwungen sind, sich auf 
einer bestimmten Bahn zu bewegen, ohne sehr schnelle Schwin- 
gungen auszuführen. In Wirklichkeit nun sind die pulsierenden 
Kugeln in der Flüssigkeit, abgesehen von den durch die letztere 
ausgeübten Druckkräften, frei beweglich, ihren Gentren kann 
daher nicht eine bestimmte Bewegung vorgeschrieben werden, 
sondern diese Bewegung wird durch die Druckkräfte, die die 
Flüssigkeit auf die Kugeln ausübt, erst bestimmt. 

Wir denken uns das Centrum der einen Kugel festliegend, 
nehmen aber die andere Kugel als frei beweglich an, dann wird 
sich die Bewegung des Centrums der letzteren zusammensetzen: 

1'. aus einer nicht schwingenden Bewegung, entsprechend 
den Kräften X, Y, Z, die durch die Formeln 3. des § 1 
bestimmt werden, 
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2. aus einer schwingenden Bewegung, entsprechend den in 
den Formeln x) des § 1 für X, Y, 2 enthaltenen Schwin- 
gungskräften, die sich bei Berechnung der mittlereD 
Kräfte im Verlauf einer Schwingungsdauer fortbeben. 
Es ist nun, ohne dass wir nötig haben, die Rechnung in 
voller Strenge^) durchzuführen, unmittelbar einzusehen, dass^ 
wenn wir mit a' b' c' die Koordinaten des Centrums der beweg- 
lichen Kugel bezeichnen, die Schwingung nur von der Form 
^ein kann: 



«) 



da' d 
dt " da! 


xR2 


db' d 
dt " dh' 


' xR2 


de' d 


XR3 



dt 



de' 



cos 



cos 



cos 



(-1 4- ß) In 

(i, + /j)27r 



wo V eine von der Dichtigkeit der beweglichen Kugel und der 
Dichtigkeit der Flüssigkeit abhängende Konstante ist. 

Wir werden nun zeigen, dass das Resultat III des vorigen 
Paragraphen ungeändert bleibt, wenn die 2. pulsierende Kugel 
ausser ihrer Pulsation die translatorische Schwingung a) ausführt. 

Die mathematische Aufgabe formuliert sich in folgender 
Weise : 

Es soll ein Potential if gefunden werden, das in dem Aussen- 
raum der beiden Kugeln der Gleichung: 

ß) /\(p = 
genügt und folgende Grenzbedingungen erfüllt: 



n 



dn 



= im Unendlichen, 



J^ = X cos f 7p + /J j 27r an der Kugelfläche (R), 



ön 
rfn 



= x cos 



t \ xR2 

ry + ß'j 2n-^v 2 cos (^n) cos 



^ + /^)2^ 



an der Kugelfläche (R'). 



') Das Problem der Wechselwirkung zweier pulsierender Kugeln lässt 
«ich auch für den Fall, dass beide Centren in beliebiger (schwingender 
oder nicht schwingender) Bewegung begriffen sind, in aller Strenge durch- 
führen, und was wir hier, um lange Rechnungen zu vermeiden, der An- 
schauung folgend, als „unmittelbar einzusehen" hinstellen, wird durch die 
strengen Rechnungen bestätigt. 



— — -^ 
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Das Potential (p berechnet sich in ähnlicher Weise, wie das 
entsprechende 9) in § 1. Es wird: 



r) 



i xR2 /t A^ x'R'2 /t ^A,^ 

1 R2 R'3 /t \ 

+ 2 ^^ - ^)''^ 'Tä- cos (eO cos [y^ + ßj2n 

1 ,R'2 R3 ^ ' /t ^A^ 

~ 2* 72- • 78- cos (er) cos (^^ 4- /? j 27r, 



unter Vernachlässigung von Grössen 3. Ordnung in Bezug auf 

R R' 

— und — . Wir betrachten die Bewegung der Flüssigkeit nur in 

der Nähe der Kugel (R'), dann ist auch das 4. Glied in /) von 

R R' 

höherer als * der 2. Ordnung in Bezug auf — und — , und wir 

Q Q 

können dort einfach setzen: 



/) 



(p^ p- COS [-rf -h /5?J 27r- — - cos (^>p + ß'j 271 

l» /t \ 

72- COS (^r') cos [^ + ßj 2n. 



1/i ^ R' R' 

+ ^ (1 — y) X — 5- . — 

2 ' e^ r 



Wir gehen nun zu unserer zweiten Aufgabe über, der Be- 
rechnung des Druckes der Flüssigkeit: 

an der Kugel (R') und der Berechnung der Resultanten X, Y, Z 
dieser Druckkräfte. Es ist: 

2x2R /t -\_ 2x'2R' „/t ^,\_ 
— cos2 [^ -¥ß)2n p— cos^ [y + ß) 27i: 

- 2 (1 - ") *' 72 • 72 cos (?r ) . -^ sm ( Y + ß) ^^ 
+ (i-v),t^ ^,2 cos (er') cos^ (^ + /J) 27r 



xR2 2n . (t .\o x'R's 27r . / 1 „\ _ 
— • -^ sin ^^ + /») 27r H p- . _ . sin (^ + /S'j 27r 



+ 



X'R'2 / t 

+ -^,2- cos (^ 4- 



ß')2n 
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Bezeichnen wir wieder mit a' b' c' die Koordinaten des Centrums 
der Kugel (R'), so ist: 

^-^ da; rfr; db; rfr' de; 
<rt da' ■ dt "•■ dh' ' dt "^ de' ' dt' 

I 
t 

nach a) = — cos (r'x) • v — g- cos (qx) cos [-?p + ß] 27r 

— COS (r'y) • V —2- cos {gy) cos ( ^ + ßj 2n 

— cos (r'z) • V —2" cos (^z) cos (-^ 4- /Jj 27r 
^ — v — 2" cos (^r') cos \-T^ + /j) 27r. . 

Somit wird: 

2x2R /t' ^\^ 2x'2R' /t ^A^ 
— cos2 (-^ + /J) 27r p- cos^ (^ + ß') 2n 

--ö(l-»')*T2 •:;;^cos(^r)^sin(np+iJj27r 



^) 



2 



+ 



(1 - ") »' ^ cos (eO cos2 (^ + /j) 2;r 

{2 (1 - ") - "} **' -Tipj- cos (ßf) cos ( Y + /») 27r 

■ cos(^ + /J')27r. 



Andererseits ist: 



^ = ^ cos (rx) cos [^ + ß) 27t + -^ cos (r'x) cos (^ + /»') 2n 

1 R2R'8 f 1 

+ 2 (1 - »') x,-5p5- |cos (§x) - 3 cos (r'x) cos (^r') j 

cos(-^ + /j)27r, 



J 



- ä3 — 



<ry xR« , , /t .., x'R'2 .,^ -/t ^\_ 
57 = ^ cos (ry) cos (^ + ß) 2n + -pj- cos (r y) cos ( ^ + /*^) ^" 

1 R2R''f \ 

+ 2 (1 - y) * -äpr \Cos (?y) - 3 cos (r'y) cos (^r') j 

cos ( Y + /*) 27r, . 

-^ = ^ cos (rz) cos (-^ + /») 2w + ^^ cos (r'z) cos (y" + ß") 2rr 

1 R^'*r 1 ' 

+ g (1 - v) X -2^3- jcos (qz) - 3 cos (r'z) cos (qt') [ 



• ■ ^°^ ( TT r*--^) ?''' 



somit: 



*) 



(gr-(fr)"-(2r=^*co,.({,.,j2. 



+ 



2xx'R2R'2 



2^2" - COS (pc') cos ( Y + ßj 2^^ 

cps(^ + ß')2n 



- 2 (1 - v) XX' -jpj- cos (Qt') 

COS (-^ + /j) 27r COS. (^ + ß") 2n. 

für Punkte der Kugeloberfläche (R') ist: 

r' = R', 
r = ^ + R' cos (np). ^) 

Setzen wir dies in d) und s) ein und lassen sofort alle' kon- 
stanten (nur von t abhängigen) Glieder fort, so erhalten wir: 

«Ja» xR2 27T.it A„ 2x2R 







dt ^ + R'cos(n^) 



Q 4- R'cos(ne) 



cos 



2 



(t*^) 



2n 



1 ,, , R2R' , V 27r . / t .^ ^ 
- ^ (1 - v) X - 2- cos (ng) • -^ sm (7p + /i?) 27r 



gV* '^" ^2 — V-^/ rp 



»j Vgl. Anro. 1, S. 23. 
; «) Vgl. Anm. 2, S. 23. 



3 
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+ 



RR f \ 

(1 ~ »*) *^ -TT COS (nq) COS» (-^ + /») 2;r 



+ 



[2 (1 r »*) ~ "} **' ^ cos (riß) cos ( Y + /») 2;r 



T 



cos (y + ß") 2nr 



cos (-i + /r) 27r, 



Der Druck an der Kugelfläche (R') wird hiemach durch 
folgende Formel dargestellt: 



^)P 



fxR2 /, R' , .\ 27r . /t ^\- 
= - * I (1 - — cos (nQ)) Y" sm ( y + ß) ^^ 

- ?^ (1 - ^ cos (nc)) cos2 (1 + /») 27r 



- 2 (1 - »*) * -^x- cos 



(ne)) 



27r . /t 



^. , ,,, T s'niY"^ 



(^ + ß) 271 



RR' / f \ 

+ (1 - p) x2 ^ COS (n?) cos2 (^ + /?) 2^ 

3 R''^ / 1 \ 

4- 2 (1 - ^) «*' "2 cos {uq) cos (^ + /J?j 27r 



cos (y + /J'j 2^|, 



Wir können nach Ausmultiplikationen der kleinen Klammen» 
das 1, und 3w Glied als konstant fortlassen, und wir erhaltei> 
durch Zusammenziehen der übrigen Glieder: 



V) 



f 1 ,„ , R2R' 2n . li .\ - 
- P = « ] - 2 (^ - »*) * -72- • rp- sin (=- + /») 27r 



l 2 

+ (3 - v) x2 



RR' 



.2 



COS' 



(^ + /») 27r 



(1 — 1») xx' — 2" cos (n^) cos ( ™- + /*] 271 



cos(7jr 



T 



/»') 2:r}, 
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Die Resultante (X Y Z) der p berechnet sich mit Hilfe der 
Formeln: 



©) 



X = J (— p) cos (nx) do', 
Y=/(-p)cos(ny)do', 
Z = J (— p) cos (nz) do', 



die Integrale auszudehnen über alle Elemente der Kugelfläche 
(R'). Für unseren Wert ^') von (-^ p) folgt mit Hilfe der Formeln : 



*) 



J cos (n^) cos (nx) do' = 
j cos (xiq) cos (ny) do' = 
J cos (uq) cos (nz) do' = 



-g- R'2 cos (ßx), 

^ R'2 cos (py), 

in 

-g- R'2 cos (qz), 



für (X Y Z) : 



*) 



^_4;r cos(£X)^ 



?' 



4nr cos(gy) 

* ~ o * lä — *» 



Z = 



3 ß' 

471 cos(^z) 



TS-* 



.2 



V, 



Avo: 



^) V = - ^ (3 - 1') X ^ R2R'8 sin (^ + /?) 27r 
+ (3 - v) x2 RR' cos2 ( Y + /») 271 
+ 1 (1 - v) XX' R2R'2 cos (^ + ß] 271 cos (^ + ß^) -In. 

Die mittleren Kräfte (X Y Z) in einem Zeitintervall T be- 
rechnen sich mit Hilfe der Formeln: 

3* 
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^) 



""^J 



t4-T 

Xdt, 



t 



"-J 



t + T 
Ydt, 



t 



-rf 



t + T 
Zdt. 



t 



Wir erhalten somit unter Berücksichtigung der Formeln 



V) 



R = Ro + ^xsin(^ + /j)27r, 



x' sin {— + ß') 2Tt, 



für (SHZ): 



R' = Ro'+2;, VT 



^_47r cos(§x)o 
*- 3 ^2 ^-. 

6 Q 

__47r cos(^ 
Z-^t—^Si, 



o) 



wo: 



t + T 



TT) ß = - ^ (3 - v) x^ Ro^Ro'ä^ j sin (i + ß) 2n dt 



t 
t + T 



- 1 (3 - v) XX' Ro^Ro 



'2 ^ jsin (^ + /?) 27r sin(i + /*-) 2;r dt 
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t + T 
+ 1 (1 - ,-) XX' R,2R„'2 i, fcos (^ + /j) 27r 



t 



cos {^ + ß") 2n ^t ^) 



Nun ist: 



,. ; 



?) 



t + T 

I sin (-^ 4- /j) 27r dt =^ 0^ 



t + T 



I (1- ^) fjcos (^ ^ß) 2t,- cos (i + /r) 27r - sin (^ + /j) 27r 



sin(i+/J')27r|dt^O. 



Somit wird: 



t + T 



TT') .Q = - 3 XX' Ro^ Ro'2 -1 j sin (^ + ß) 27t sin (^ + ß') 2n dt. 

t 

Vergleichen wir die Formeln o) n') mit denselben Formeln 
des § 1, so erkennen wir eine vollständige Übereinstimmung. 

^ir sehen somit, dass die Sätze III und III' des § 1 un- 
verändert gelten, wenn die Kugel (R') ausser ihrer Pulsation die 
translatorische Schwingung ige) ausführt. Eine nur wenig kom- 
pliciertere Rechnung ergiebt dasselbe Resultat, wenn die Kugel 
(R') ausserdem noch eine beliebige translatorische, nicht 
schwingende Bewegung ausführt, somit also auch , wenn die 
Kugel (R') frei beweglich ist und nur den Flüssigkeitsdrucken 
folgt. 

1) Vgl. Anm. 1, S. 26. 
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Femer ist bekannt, dass eine beliebige Bewegung der Kugel 

(R) nur Glieder 2. und höherer Ordnung in Bezug auf — hin- 

zufügt, und dass davon die Glieder 2. Ordnung an der Kugrel- 
fläche konstant sind, so dass sie für die Berechnung der Resul- 
tanten der Druckkräfte nicht in Betracht kommen. Wir können 
somit auch die Kugel (R) als frei beweglich in der Flüssigkeit 
annehmen, ohne das Resultat zu beeinflussen, und wir erhalten 
das Resultat: 

IV. Die Sätze lü und UV des § 1 gelten un- 
verändert, wenn beide pulsierende Kugeln (R) 
und (R') in der Flüssigkeit frei beweglich sind, 
und nur den Drucken folgen, welche die letztere 
auf sie ausübt. 

Ausserdem gilt der allgemeine Satz, dessen ^eweis wir hier 
nicht anführen: 

V. Die Sätze III und III' gelten unverändert, in welcher 
Bewegung auch immer die Centren der beiden Kugeln begriffen 
sein mögen. 



§ 3. 

Über die Wechselwirkung zweier in einer inkompressibeln, wirbel- 
nnd reibungslosen Elüssigkeit elektrisch pulsierender Teilchen. 

Definition eines elektrisch pulsierenden Teilchens. 

Befindet sich in einer unbegrenzten, reibungs- und wirbel- 
losen Flüssigkeit eine Kugelfläche, in welche die Flüssigkeit 
periodisch ein- imd ausströmt, mit der normalen, nach dem 
Innern der Flüssigkeit gerichteten Geschwindigkeit: 



"dn 



= xcos 



(1-^) 



271, 



und ist X eine solche Funktion der Oberflächenkoordinaten, 
dass an der Kugelfläche überall das Oeschwindigkeitspotential 
der Flüssigkeit: 

(f, = const 
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gleich einer nur von t, nicht von der Stelle abh&ngigen 
Grösse ist, so nennen wir die Kugel ein elektrisch pulsierendes 
Teilchen von der Ladung: 






das Integral auszudehnen über alle Elemente de der Kugel- 
fläche. 

Wir nennen: 

T die Schwingungsdauer 1 

(^ + ß) 27r die Phase [ ^^^ elektrischen Pulsation. 



KT 






Wir nehmen an, dass nur elektrische Pulsationen von der- 
selben Phase, wie die Gravitationspulsationen existieren, so dass 
wir bei passender Wahl des Anfangspunktes für die Zeit: 

setzen können, während x positives oder negatives Vorzeichen 
haben kann. Dieses Verzeichen bestimmt sich durch Vergleichung 
mit einem bestimmten elektrisch pulsierenden Teilchen, welches 
wir — wh: betonen die Willkür dieser Bezeichnung 2) — ein 
positiv elektrisches Teilchen nennen. Haben wir emmal . den 
Anfangspunkt für die Zeit so gewählt, dass ein bestimmtes 
elektrisch pulsierendes Teilchen eine positive Ladung hat, so ist 
das Vorzeichen der x unzweideutig. 

Wir nennen nunmehr allgemein Teilchen mit positiver Ladung 
positiv elektrisch, Teilchen mit negativer Ladung negativ elektrisch. 

Wirkung eines elektrisch pulsierenden Teilchens 
auf die umgebende Flüssigkeit. 

Da die Flüssigkeit inkompressibel, reibungs- und wirbellos 
gedacht wird, so besitzt die Bewegung der Flüssigkeit ein Ge- 



*) Erst in dem II. Teile dieser Arbeit, der über Elektrodynamik 
bandeln soll, werden wir ans einer anschaulichen Definition des idealen 
Leiters die Konstanz des Geschwindigkoitspotentials an der Oberfläche und 
die Unzerstörbarkeit der Ladung nachweisen, sobald der Leiter von einer 
inkompressibeln, reibungs- und wirbellosen Flüssigkeit umgeben ist. 

2) Die Willkür liegt in der Wahl des Anfangspunktes für die Zeit. 
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schwindigkeitspotential y, das in dem Räume der von der 

Flüssigkeit ausgefüllt wird, der Gleichung: '--::* 

a) Ay=±=Ö ' • ' - ^ 

I 
genügt. Ausserdem mu^ y die folgenden Grenzbedingungen 

erfüllen: 



Es Ut: 



a 



t\ 



dir 



= im unendlichen, 



y = const.an der Kugelfläche, 



m]i^^''-''''^h'^r 



2]/ 

• • ' 

wo e die Ladung dfes elektrisch pulsierende^n Teilchens und das 
Integral links über alle Ellemente do der Kugdfläehe zu er- 
strecken ist. . . 

Mit Hilfe der Methoden der Potentialtheorie ergiebt sich, 
abgesehen von einer additiven Konstanten : > . 



ß)V> 



y^Tt 



e t o 
- cos -^ 2n, 
r '1 



wo wie früher r die Entferhung döö Punktes (x y z), auf den 
öich (f bezieht, vom Centrum der pulsierenden Kugel bezeichnete 

A. Die B,ewegung, die in einer unbegrenzten 
inkompressibeln , reibungs-? und wirbellosen 
Flüssigkeit durch ein elektrisch pulsierendes 
Teilchen von der Ladung e hervorgerufen wird* 

u 

besitzt das Geschwindigkeitjspotential: 

1 • e . t •• ' -'■'■ "'■ ' ■ ■ 
A) (f = r7=F^ -- cos -7p 2yr, 



.7 



■ -- COSvp 



wo r die Entfernung des Punktes (x y z), auf den 
sich y bezieht, yom Centrum der elektrisch 
pulsierenden Kugel vorstellt. 

Wirkung zweier elektrisch pulsierender Teilchen 
auf eine unbegrenzte, inkompressible, reibungs- und 
wirbellose Flüssigkeit. 
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Wir nehmen nun 2 elektrisch pulsierende Kugeln von den 
Radien R und R' und den Ladungen e und e' in einer un- 
begrenzten, inkompressibeln, reibungs- und wirbellosen Flüssigkeit 
an. Um die : Bewegung, der letzteren zu finden, haben wir ein 
Potential y des Aussenrauraes der beiden Kugeln aufzusuchen, 
dessen normale Ableitungen (n heissä die nach dem Innern der 

Flüssigkeit gerichtete Normale) -^ an den Grenzflächen die 

folgenden Bedingungen erfüllen: .. 

' » ... ,..'.' 

Es ist: 

^ = im Uijendlichen, 

y = const. an der Kugel (R), 
. gi = const/ an der Kugel (R'),: 



«) 



2V27rJ < 



T^ do = e cos vp- 2r, 



(R) 



r 



— P 



-^ do = e' cos «r 2Tr. 
on T 



(R') 



Es ist aus der Potentialtheorie bekannt, wie sich dieses 
Problem in völlig strenger Weise lösen lässt, so dass ip bis auf 
eine additive Konstante vollkommen bestimmt ist. Wir werden 
wieder die Radien R und R' klem annehmen gegen den Central- 
abstand q der beiden Kugeln, und wir bedienen uns aus diesem 
Grunde zur Berechnung von ff (analog den Betrachtungen in § 1) 
der folgenden kombinatorischen Methode : 

Man berechne successive die Potentialfunktionen : 

des Aussenraumes der Kugel (R): 

^i, so dass: yi(R) = const., 



ß) 



2V2uJ <Jn 



do = e cos -= 2-R, 



(R) 



ycr, so dass : ycr(B) = — ff'a — 1(B), 

<r = 2;3... 
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des Aussenraumes der Kugel (R'): 

(fi, so dass: yi'(B') = const.', 



ß'){ 



— 7=r ( -p- do = e' cos -=^ 2it, 
2V2rJ «J'J T 



(R') 



(f(f, SO dass: y<y'(R)~'"y^^"" !(«*)» 
dann stellt die Reihe: 

<x> 



die von uns gesuchte Potentialfunktion dar. 

Die Glieder dieser beiden unendlichen Reihen nehmen rascher 
ab, als die der entsprechenden geometrischen Reihen: 



oo 



?«(■ 



R 



,(y — 1 



OD 



R' 



"°^ sK^) 



5^\-'.,, 



Wir wollen Glieder von der 3. Ordnung in Bezug auf die 
Grössen 

R , R' 
und — 



Q Q 

vernachlässigen, und da wir sehen werden, dass schon q>^ und ^j' 
von der 2. Ordnung in Bözüg auf diese Grössen sind, so sind 
schon ^3 und ^3' als Grössen 3. oder höherer Ordnung zu ver- 
nachlässigen. Es ist somit: 

r) 9^ = ^1 + 9i + ^2 + 92' 

^1 und y>i' sind die Potentiale der elektrisch pulsierenden 
Kugeln, jede für sich allein genommen, somit nach A.: 



^) 



Vi =- 



y,'=_ 



— = cos T= 2r., 

1/2- r T 

1 e' t „ 

-^= r COS 7= 2i:, 

V 2t. r T 



') Vgl. C. Neumann, Unters, über das log. und Nent. Potential, p. 313 ff- 
sowie meine S. 19 in der Anm. erwähnte Dissertation, p. 12. 
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wo r und r' die resp, Entfernungen des betreffenden Flüssigkeits- 
teilchens (x y z) von den Centren der Kugel (R) und (R') vor- 
stellen; für ^2 und (p^ erhält man nach den Formeln ß) mit Hilfe 
der Methoden der Potentialtheorie: 



*) 



1 e'R» t 

V% = yg^ -^ COS (n^) cos ^ 27r, 

1 eR'* t 

92 = — Tj=- TV2 ^os ("^) c^s T 2^- ^) 

y alt ^ r •'^ 



-4- 



B. Die Bewegung, die in einer unbegrenzten, 
inkompressibeln, wirbel- und reibungslosen 
Flüssigkeit durch 2 elektrisch pulsierende 
Kugeln (Re) und (RV) hervorgerufen wird, besitzt 
das Geschwindigkeitspotential: 

B) cp = —=, C0S7h27: -= — 7COS7n2ir 

1/27: r T y^r. r' T 

1 e'R^ t 

— == K-s- COS (n^) COS 7p 2r 

1 eR'* t 
7= r^ COS (n?) COS ^p 2ir, 

wo r und r' die resp. Abstände des entsprechenden 
Flüssigkeitsteilchen (x y z) von den Centren der 
Kugelflächen (R) und (R') vorstellen. Voraus- 
gesetzt wird dabei, dass der Centralabstand q 
der beiden Kugeln so gross ist im Verhältnis zu 
den Radien R und R', dass man schon Grössen 

R ' R' 

3. Ordnung in Bezug auf — und — vernach- 

q q 

lässigen darf. 

Wechselwirkung zweier elektrisch pulsierender 
Kugeln in einer unbegrenzten, inkompressiböln, 
reibungs- und wirbellosen Flüssigkeit. 

Betrachten wir die Flüssigkeitsbewegung nur in der Nähe 
der Kugelfläche (R'), so ist auch das 3. Glied von y in der 

») Additive Konstanten lassen wir fort, da sie für unsere Rechnungen 
ohne Einfluss sind. 
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Formel B. als von 4. Ordnung klein zu veraachlässigen, und 
es wird: 

X 1 e t ^ 1 e' ,t,. 

^ y2ir r T y2ir r' T 



1 eR'^ * t 
?=^ ^^^m cos (no) cos 7r 2ir. 

Unsere nächste Aufgabe ist, den t)ruck: 



I • 



an der Kugelfläche (R') zu berechnen. 
Es ist zunächst 



y(R') == const. 



/ !• 



somit auch: 



Ol (B') 



== eiijer nur von t abhängigen Grösse. Andererseits ist: 

' ■ . » ' • < 

-^ = ' , — -5 COS (rK)cos Fp 2?: H p=^ -72 cos (r x) cos ^2ir 

dx Y2^ r^ ^ ^ T .Y2i r T 

1 eR'* f ^ t 



<f) 



^y 1 e , ' l^ 

-r- = — p==r- -ö cos (ry) cos n^ 2?: . , , 



-h 



gCOs(r'y)cos^2ic 



1 eR'* f 1 t 

rf-- Tv3 (^^s (^y) - 3 cos (r'y) cos (gr') j cos ^ 2ir, 



J^27r ^ 



d(p 



^^ ^^ir ? ^^^ ^^^^ ^^^ T ^"^ ■*" ~y^ F'^ ^^^ ^^'^^ cos ^2i: 

1 eR'3 f V t 
-7=- --2^8 {cos (pz) - 3 cos (r'z) cos (jr') j cos ^ 2ir, 
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somit: 



«) 



&hm'Hi)'- 



1 e'2 t„ 
2^piCOs^2r 



^ / 



4,ee'R'8 , t„ , ,, 



An der Kugelfläche (R') ist: 

r' = R', 

T = Q + R' cos (ng), 



somit: 

Auf diese Weise folgt nach ß) r) f ) : 

- de ee' t 

V) - P(R') = 2^^ -72- cos (qu) cos2 ^ 27r. 

Die Resultanten dieser Druckkräfte: 

X = J [- li(Ro] cos (nx) do', 

" (R') 

Y = j [- p(R')] cos (ny) do', 

(R') 

rZ == j [— p(E')] COS (nz) do'. 

erhalten mit Hilfe der Formeln: 

cos (üq) cos (nx) do' = -^ R'^ cos (gx), 

(RO 

/47C 
COS (np) cos (ny) do' = -^ R'^ cos (py), 

(R') . . 

cos (uq) cos (nz) do' = -^ R"^ cos (pz), 

l (R') 



0) 



») 



• /\ ' 
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die Werte: 



«) 



ee' t 

X = 2 « — 3- cos (ox) cos^ = 2ir, 

e 1 

ee' t 



Z = 2« 



Q 

ee" 



j cos (^y) cos^ = 2ir, 



t 



^ cos (ßz) cos^ ^ 27t 



Die mittleren Kräfte X, Y, Z im Verlaufe einer Schwingungs- 
dauer T: 

t + T 



^) 



"~V' 



='=^, j Xdt, 
t 



t + T 



Ä=^ j Ydt, 

t 
t + T ■ 

2=i IZdl, 



=^/^ 



t 



werden nach x) mit Hilfe der Formel: 

t + T 

t 



j cos''^2r 



T 
^27rdt = -|, 



durch die folgenden Formeln dargestellt: 



") 



ee 



'^= « -2^ cos (?x), 



ee 



H= « -^ cos (?y), 
Z = € — g- cos (gz). 
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Wir erhalten somit den Satz: 

r. Eine elektrisch pulsierende Kugel von der Ladung e 
übt auf eine zweite elektrisch pulsierende Kugel von der 
Ladung e' in einer unbegrenxten, inkompressibeln, reibungs- 
und wirbellosen FliLssigkeit eine Kraft aus, deren Kom- 
ponenten K, T, Z sich durch die folgenden Formeln aus- 
drücken: 

ee' 
X == « -g- cos (px), 

^ •* ee' 

D \ T = ff -3- cos (gy), 

ee' 
Z = s—^ cos (oz), 

Q 

wo € die Dichtigkeit der Flüssigkeit, q die Centraldistanz 
der beiden Kugeln darstellt, positiv gerechnet in der Sichtung 
e " ■ > e'. Vorausgesetzt wird dabei, dass die Central- 
distanz der beiden Kugeln sehr gross ist im Verhältnis zu 
ihren Radien. 

Bemerkung 1. Aus dem Satze F) folgt, dass sich zwei 
elektrisch pulsierende Teilchen, deren Ladungen dasselbe Vor- 
zeichen haben, abstossen, dass dagegen 2 elektrisch pulsierende 
Teilchen, deren Ladungen entgegengesetztes Vorzeichen haben, 
sich anziehen, 

Bemerkung 2. In den Formeln F) tritt die Dichtigkeit der 
vermittelnden Flüssigkeit als Faktor auf, ich mache darauf auf* 
nierksam, dass dieser Faktor nicht etwa als Dielektricitäts- 
konstante aüfgefasst werden darf. Wir betrachten das Zwischen- 
medium als einen idealen Nichtleiter, der Einfluss dielektrischer 
Vorgänge kann erst auftreten, wenn wir die kleinsten Teile des 
Zwischenmediums als leitend ansehen, dieses letztere also nicht 
mehr als eine reibungs- und wirbellose Flüssigkeit auffassen. 

Ist nun s nicht als Dielektricitätskonstante aufzufassen, so 
scheint zunächst in dem Auftreten dieses Faktors ein Wider- 
spruch unserer Theorie gegen die Erfahrung zu liegen. Um 
dies zu widerlegen, gehen wir auf die Definition der Ladung 
eines elektrischen Teilchens zurück. Wir haben dieselbe so 
gewählt, dass jeglicher Zahlenfaktor in dem Endresultat F) ver- 
schwindet, aber nicht so, dass derselben Ladung in jeder be- 
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liebigen umgebenden Flüssigkeit ein- und dieselbe Energie 
entspricht. Definieren wir dagegen als absolute Ladung des 
elektrischen Teilchens die Grösse: 

so entspricht ein- und derselben absoluten Ladung immer die- 
selbe Energie, in welche Flüssigkeit auch immer wir das elektrisch 
pulsierende Teilchen bringen mögen. , Unter Einführung- der 
absoluten Ladungen aber verwandeln sich die Formeln F) genau 
in das Coulomb'sche Gesetz: 



ry 



x = 



—2- COS (?x), 
EE 



.2 



z = 



EE 

^2 



COS (ey), 



COS (giz). 



Bemerkung 3. Wie die Formeln T) und T') so gilt auch 
das von Coulomb entdeckte Gesetz nur, wenn die Ceritraldistanz 
der beiden Kugfein sehr gross ist im Verhältnis zu ihren Radien. 
Wir körinten nun das Problem der Wechselwirkung zweier 
elektrisch pulsierender Kugeln in völlig strenger Weise lösen, wir 
gehen aber gleich zu den allgemeinsten Problemen' der Elektro- 
statik über, von denen das genannte ein specieller Fall ist, und 
wir werden in § 4 zeigen, wie sich die Resultate der früheren 
Theorie der Elektrostatik, mit denen der hier begründeten 
Jhöofie decken. ', 



■ §4. 

Behandlung der allgemeinsten Probleme der Elektrostatik, 

Wechselwirkung zweier oder mehrerer starrer Ag- 
g.regäte elektrisch pulsierender Teilchen in einer un- 
begrenzten, inkompressibeln, wirbel- und reiburigs- 
losen Flüssigkeit. 

Wir verstehen unter einem starren Aggregat elektrisch 
pulsierender Teilchen eine Anzähl solcher Teilchen, die starr riiit 
einander verbunden sind. 
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Wir suchen die Wechselwirkung zweier solcher Aggregate 
A und A' in einer unbegrenzten, inkompressibeln, wirbel- und 
reibungslosen Flüssigkeit. 



Fig. 7. 




A 




Die Ladung eines Teilchens des Aggregates A sei e», sein 
Radius R», die Ladung eines Teilchens des Aggregates A' sei e'^ 
sein Radius R'a. Da das Potential der Fiüssigkeitsbewegung an 
jedem einzelnen elektrischen Teilchen konstant ist, so folgt aus 
einem der Green'schen Sätze für das durch die beiden Aggregate 
herTorgerufene Geschwindigkeitspotential der Flüssigkeit: 



a) y== 



4- A J 



r<Tdo 



cos >p 2;: do 



(Rc) 



4- A' J r'ado 



cos 7p 2:: do, 

ffdo -«- 



(R'O 



WO rado r'ffdo die Entfernungen des Punktes (x y z), auf den sich 
q> bezieht, von einem Oberflächenelemente do des Aggregates A 
resp. A' vorstellen. 

Wir nehmen die Radien RaR'a der einzelnen elektrischen 
Teilchen ausserordentlich klein gegen jede noch so kleine mess- 
bare Strecke an, und wir setzen voraus, dass jedes Teilchen des 
Aggregates A von jedem Teilchen des Aggregates A' durch 
irgend welche messbare Entfernung getrennt ist. Betrachten wir 

4 
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dann die Bewegung der Flüssigkeit nur in der unmittelbarsten 
Nähe eines der Teilciien (R'»), so können wir: 



ß)ip = 



-4^2*-"= 



t 



' cos ~ 2- 
V27:A r, f 



-1-2« f; 



COS TfT 2?: do, 



(R'.) 



setzen, indem wir Grössen von der Ordnung: 



gegen Grössen 0. Ordnung vernachlässigen. Dabei bezeichnet 
nun r» die Entfernung eines Flüssigkeitsteilchens (x y z), auf das 
sich ip bezieht vom Centrum eines elektrischen Teilchens e, des 
Aggregates A. 

Wir wollen nun den Druck an der Oberfläche eines Teilchens 
(R'a) berechnen. Wir nehmen, um keinen Unterschied zwischen 
„Ladung" und „absoluter Ladung"^) zu machen, die Dichtigkeit 
der Flüssigkeit = 1 an, so dass : 



y)P=-{ 



^4 1 

di '^'2 



t)'+[^h(t) 



wir bemerken zugleich, das ebenso wie y 



di 



const. 



an der Oberfläche jedes einzelnen elektrischen Teilchens e'» ist. 

Da wir nur die Resultanten dieser Drucke im Auge haben, 
so können wir somit: 

setzen. Es ist ferner an der Oberfläche (R',): 



Vgl. die Bemerkung 2. zu Satz r. § 3. 
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<J) 



l dz = dh '°' ^"^)' 



somit an der Oberfläche (R'»): 

Die Resultanten aller Drucke, die auf die Oberflächen des 
Aggregates A' ausgeübt werden, sind: 

i 







X=i;<^ f'(-p)cos(nx)do = i2^ f*^do. 



(R'.) 






dn dx 



(R'.) 



p) cos (ny) do = ö 



^?"/ 



dy dy 
dn dy 



do, 



(R'a) 



(R'a) 



z=2 

A 



''/<- 



p) cos (nz) do=^ 



-m 



dn dz 



do. 



(R'O (R'.) 

Wir können y in 2 Sumnanden zerlegen: 

= ;LS<^^cos4T2::do, 

V 2- A r, T 

Es lassen sich nun folgende Formeln^) beweisen: 



fj) ' 



Vi 



*) Wir geben hier den Beweis der ersten dieser Formeln, der Beweis 
der übrigen ist analog. Wir unterscheiden an den Oberflächen (R'a) eine 
innere Seite i und eine äussere a, dann ist: 



1.) 



cfx a 






d(f> 



i = + rfE^ a *'^' (°^) = + 



d(f> 



cfx 



a' 
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S 

A 



>!■ 



dn dx 



2 



^-m 



6g) äqi 



do, 



(R'.) 



(R'.) 



@) 



s 

A 



:-/ 



dn dy 



do 



2 A^ J dn dy °°' 



(R'.) 



(R'.) 



S 

A 



(R'.) 



^ <^y» ^„ _ 



dn dz 



do 



1V<; fdy 
2T J dn 



dz 



do. 



(R'.) 



Aus diesen Formeln und den Gleichungen C) ergeben sich 
die folgenden Werte von (X, Y, Z) : 







-?'/ 



dn dx 



do, 



(R'.) 



andererseits ist (— - wo kein Index steht, ist der Wert an der äusseren Seite 
zu nehmen): 






cTn do 

(R'a)(RV) 



(Ty 



4- A' A' J J l«^n 



do 



(fn 



(fqp 



(fn 



cos(rdoido'4 x) 
do' r^doido'a 

C08(rdo'adOi x) 
do' r^do'adOi 



do do'. 



do do', 



(R'a) (RV) 
(da cos(rdoido'a x) «= — cos(rdo'adO| X)), 



-?1ÄI 



cTx 



do, 



(K'.) 



-?1si- 






J^x 



do (nach 1.),. 



(R'.) 



und daraus folgt die erste der obigen Formeln. 
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=?"/■ 



du dy 



do, 







(R'a) 



-n 






Wir können 
früher: 



(R'a) 



nun unter derselben Vernaehiossigung wie 

8if^ 6(p^ 6^1 
"AT' dy ' "^ 



innerhalb eines elektrischen Teilchens (R'») als konstant an- 
nehmen : 



'^;7^4' 72- cos (^aaX) cos ^ 27r, 

V aiT A ^ ff» A 



*) 



(Tz 



=vfc?%\"'^°'^^"y)^°4'^''' 



V2iT A Q'oo 



V ÄTC A 9 »» *^ 



wo ^,9 die Centraldistanz zweier Teilchen (R,) (R',) vorstellt, 
positiv gerechnet in der Richtung (R,) — >• (R',). 

Hierdurch werden die Formeln »)* 



^ = + Vli ?" ?%t '=°' ""-> ">' 4 2'J -2 *>. 



A). 



(R'.) 



= "^ Vfe ?*" I^*" Ä '"' ^^"^^ '°' ^ ^'^ J^n ^«' 



(R'a) 



= ^ vt 5*^ ?%':;''°^ ^^"^> ''«42'^/^'^<'- 



(R'.) 
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Nun ist: 



(R'.) 



J^ do = 2 ^ 2:: e', cos ~ 2r, 



somit: 



/*) 



X = 



2 S'' S«^ ^ cos fe„x) 008^12,:, 



Y = 2 2«^ 2«^ ?^ cos {q„y) cos^ 1 2r, 



z= 



A A' Q 
2 2* 2*^ ^ cos (^„z) cos« 1 2t.. 

A A Q 9a 1 



Endlich ergeben sich für die mittleren Kräfte X Y Z im 
Verlaufe einer Schwingungsdauer: 



t + T 
^ f X dt, 
\ 
t + T 

T j ^' ^*' 

t 

t + T 



V) 



H = 



=41 



Zdt, 



t 



mit Hilfe der Formel: 



t-HT 



r t T 

0) \ cos« Tp 2ir dt = y 



t 



die folgenden Werte: 
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-) 



H= 



Z — 



2<r ^(r ^ ,03 (^^^^)^ 
A A ? »» 

2<r |J<; ^ ,03 ( )^ 
A A ^ »» 

2^ 2^ ^ cos (9„Z). 
A A' q\^ ^ 



Wir erhalten so den folgenden Satz: 

^. Die Wechselwirkung zweier starrer Aggre- 
gate elektrisch pulsierender Teilchen summiert 
sich aus den Einzelwirkungen der die Aggregate 
zusammensetzenden elektrischen Teilchen. Vor" 
ausgesetzt wird dabei, dass die Radien der 
elektrischen Teilchen klein sind gegen jede noch 
messbare Strecke, und dass alle Teilchen des 
einen Aggregates von allen Teilchen des anderen 
durch irgend welche messbare Entfernung ge- 
trennt sind. 

Bemerkung 1. An der Form des Beweises ist unmittel- 
bar zu erkennen, dass der Satz J. in gleicher Weise für die 
Wechselwirkung beliebig vieler starrer Aggregate elektrisch pul- 
sierender Teilchen gilt. 

Bemerkung 2. Wir könnten die Voraussetzungen des 
Satzes J. fortlassen, wenn wir den Radius R jedes elektrischen 
Teilchens unendlich klein und zugleich T ebenfalls unendlich 
klein annehmen. Wir haben es aber hier mit realen Grössen 
zu thun und müssen T, wenn auch als eine sehr kleine, aber 
doch als eine endliche Zeitdauer annehmen. Es kann daher 
unsere Beschränkung des Satzes J. unmöglich als ein Nachteil 
der hier begründeten Theorie gegen die bisherige ideale Theorie 
der Elektrostatik angesehen werden. 

Bemerkung 3. Wir haben bei dem Beweise des Satzes J. 
€ = 1 angenommen, wir können diese Beschränkung beseitigen, 
wenn wir nur immer für die Ladungen das substituieren, was 
wir als absolute Ladungen (in Bemerkung 2 Satz r § 3) definiert 
haben. 
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Bemerkung 4. Wird jedes der Aggregate durch eine 
specielle Flüssigkeit von der Dichtigkeit ei begrenzt, die erst 
ihrerseits an ein gemeinsames Zwischenmedium von der Dichtig- 
keit € grenzen, so wird die Theorie sehr kompliciert, indessen 
kann man schon voraussagen, dass die Resultate keine Ände- 
rungen erfahren werden. 

Über elektrische Flächen und Räume. ^) 

Unter einer elektrische Fläche versteht man eine Fläche, an 
welcher elektrische Teilchen in sehr geringer normaler Aus- 
dehnung ausgebreitet sind. 

Die Seite der Fläche, auf welcher die Belegung ist, heisst 
die innere,, die entgegengesetzte die äussere Seite der elektrischen 
Fläche. 

Die elektrische Masse der Belegung der Flächeneinheit heisst 
die Dichtigkeit der elektrischen Belegung. 

E. Bezeichnet man mit ^ die Dichtigkeit einer 
elektrischen Flächendichtigkeit, mit -j^ und ^ 



dna rfni 

die Flüssigkeitsgeschwindigkeiten in der Richtung 
der äusseren und inneren Flüssigkeitsnormalen, 
so ist, wenn die normale Ausdehnung der Be- 
legung ausserordentlich klein ist, mit ausser- 
ordentlicher Annäherung:-^) 

«) ,r^-i--,* =2V27^^COS^27r. 

Unter einem elektrischen Räume versteht man einen Raum, 
in dem sich elektrische Massen befinden. 

Die in der Raumeinheit enthaltene elektrische Masse heisst 



') Die folgenden Erörterungen sind genau analog mit denen der 
früheren Theorie der Elektrostatik, wir führen daher die Resultate ohne 
Beweis an. 

-) Der Satz würde streng gelten, wenn wir die normale Ausdehnung, 
somit die Radien der elektrisch pulsierenden Teilchen als unendlich klein 
annehmen könnten. 



Dichtigkeit der Elektricität an der betreifenden Stelle des 
nes. ') 

Z. Bezeichnet man mit ä die Dichtigkeit der Elektricität in 
n Raumelement dr, (der horizontale Strich über dem d möge 
ä andeuten, dass wir dass das Raumelement als sehr klein, 

lale Flüssigkeitsgeschwindigkeit gegen die Oberfläche dw < 
lentes dr, so ist: 



r ^t 



/do 

'^" ,-- t 



> 7p* 

ias Integral links über alle Elemente do der Oberfläche di» 

udehnen ist. 

(Die Formel ß) entspricht der Formel; 

jfff^ — 4t: d 
=r früheren Theorie der Elektrostatik.) 
Fähren wir, entsprechend der Bemerkung 2. zu Satz F in 
statt *? und 6 die absoluten Dichtigkeiten E und D ein, so 
andeln sich die Formeln «) und jS) in die folgenden: 



2V2-eEcOä7s2j:, 
■11 1 



j ,- do 
^ rfn 



= 2V2nsDcos.p2 



as Problem der elektrischen Verteilung auf einer 

Anzahl von Leitern. 
Dies es Problem deckt sich vollständig mit dem entsprechenden 
ilem der früheren Elektrostatik infolge unserer formalen De- 
on des Leiters: 

') Die Definitionen von Raum- und Fl äclieo dichte sind dein Wortlaut 
snr giltig, wenn die betceffeuden Dichtigkeiten Konstante Bind. Da 
über den Sinn der Definitionen auch kein Zweifel herrschen kann, 
die betreifenden Dichtigkeiten variabel sind, ao legen wir die obigen 
itiouen allgemein zu gründe. 
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Nach Eintritt stationärer Schwingungen ist an der Ober- 
fläche jedes Leiters das Geschwindigkeitspotential der umgebenden 
Flüssigkeit konstant, und die Ladung: 



1 r & 
2\2-J ^ 



> 



COS „^ 2- 

(das Integral über alle Oberflächenelemente do des betrefiPenden 
Leiters zu erstrecken), ist für jeden einzelnen Leiter unzerstörbar^ 
sobald die umgebende Flüssigkeit reibungs- und wirbellos ist. 

Diese formale Definition aus einer anschaulichen Definition 
herzuleiten, ist schon ein Aufgabe der Elektrodynamik, und wir 
werden uns mit diesem Probleme im 2. Teile dieser Arbeit 
beschäftigen. 



Wenn wir zum Schlüsse unsere Theorie der Elektrostatik 
mit der früheren Theorie vergleichen, so sehen wir, dass in den 
Resultaten eine vollkommene Deckung eintreten würde, wenn 
wir die elektrischen Teilchen als unendlich klein annehmen 
dürften, was eine unendliche Kleinheit der Schwingungsdauer 
zur Folge haben würde. Da aber die letztere eine, wenn auch 
sehr kleine, so doch endliche Grösse sein muss, so können wir 
nur die frühere ideale Theorie der Elektrostatik als eine sehr 
hohe Annäherung an diese reale Theorie bezeichnen. 



Druck von G. Bernstein in Berlin. 



Berichti^ngeii. 

— g 

* statt — -n:, 

Seite 54 in den Formeln fi) lies e^e!^ statt e^e'^,^ 
Seite 57 in den Formeln u') (i') lies l/ statt \277f. 



do 
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Nach Eintritt stationärer Schwingungen ist an der Obej 
fläche jedes Leiters das Geschwindigkeitspotential der umgebende 
Flüssigkeit konstant, und die Ladung: 

1 r d(p 
~ 2Y27:J ^ " 

cos 7j^ 2- 

(das Integral über alle Oberflächenelemente do des betreflfendenr! 
Leiters zu erstrecken), ist für jeden einzelnen Leiter unzerstörbar, 
sobald die umgebende Flüssigkeit reibungs- und wirbellos ist. 

Diese formale Definition aus einer anschaulichen Definition 
herzuleiten, ist schon ein Aufgabe der Elektrodynamik, und wir 
werden uns mit diesem Probleme im 2. Teile dieser Arbeit 
beschäftigen. 



Wenn wir zum Schlüsse unsere Theorie der Elektrostatik 
mit der früheren Theorie vergleichen, so sehen wir, dass in den 
Resultaten eine vollkommene Deckung eintreten würde, wenn 
wir die elektrischen Teilchen als unendlich klein annehmen 
dürften, was eine unendliche Kleinheit der Schwingungsdauer 
zur Folge haben würde. Da aber die letztere eine, wenn auch 
sehr kleine, so doch endliche Grösse sein muss, so können wir 
nur die frühere ideale Theorie der Elektrostatik als eine sehr 
hohe Annäherung an diese reale Theorie bezeichnen. 



Druck von G. Bernstein in Berlin. 
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Nach Eintritt stationärer Schwingungen ist an der Ober-l 
fläche jedes Leiters das Geschwindigkeitspotential der unFigebendenj 
Flüssigkeit konstant, und die Ladung: 



2V2nJ 



rfn 



do 



cos ry, 2- 

(das Integral über alle Oberflächenelemente do des betrefifenden 
Leiters zu erstrecken), ist für jeden einzelnen Leiter unzerstörbar, 
sobald die umgebende Flüssigkeit reibungs- und wirbellos ist. 

Diese formale Definition aus einer anschaulichen Definition 
herzuleiten, ist schon ein Aufgabe der Elektrodynamik, und wir 
werden uns mit diesem Probleme im 2. Teile dieser Arbeit 
beschäftigen. 



Wenn wir zum Schlüsse unsere Theorie der Elektrostatik 
mit der früheren Theorie vergleichen, so sehen wir, dass in den 
Resultaten eine vollkommene Deckung eintreten würde, wenn 
wir die elektrischen Teilchen als unendlich klein annehmen 
dürften, was eine unendliche Kleinheit der Schwingungsdauer 
zur Folge haben würde. Da aber die letztere eine, wenn auch 
sehr kleine, so doch endliche Grösse sein muss, so können wir 
nur die frühere ideale Theorie der Elektrostatik als eine sehr 
hohe Annäherung an diese reale Theorie bezeichnen. 



Druck von G. Bernstein in Berlin. 



Nach Eintritt stationärer Schwingungen ist an der Ober- 
fläche jedes Leiters das Geschwindigkeitspotential der umgebenden 1 
Flüssigkeit konstant, und die Ladung: 



-i^f^^d 



(das Integral über alle Oberflächenelementi 
Leiterszuerstre^kegj^js^ f ftf ieden einze lne 
sobalc 
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1) Beweis der P'ormeln 23), 24) auf S. 20 für gleichmässig 
pulsierende, im übrigen starre Kugeln, welche sich in 
einer inkompressibeln, unecht kontinuierlichen Flüssigkeit 
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§ 1. 

Begründung einer Theorie der ruhenden 
Leiter auf Grundlage der Hydrodynamik. 

Zweck der Arbeit und Übersicht der Besnltate. 

Die Lage der Dinge in der Theorie der elektrischen Erscheinun- 
gen ist zur Zeit folgende: 

1. Wir kennen die wichtigsten Endformeln, auf die uns jede 
Theorie der elektrischen Erscheinungen führen muss, wenn sie 
nicht gegen die Erfahrung Verstössen soll. 

2. Die Endformeln der Maxwell'schen Theorie stellen die 
Erfahrungsthatsachen in befriedigender Weise dar. 

3. Keine der bisherigen Theorieen befriedigt das Postulat 
der Anschaulichkeit der Hypothesen; die Theorie von Maxwell, 
deren Hypothesen einen gewissen Anspruch auf Anschaulichkeit 
erheben, ist in ihrer Ableitung unannehmbar. 

Die Folgerung, die sich hieraus für die Bestrebungen jedes 
Theoretikers im Gebiete der elektrischen Erscheinungen ergiebt, 
ist die, die MaxweH'schen Endformeln aus anschaulichen Hypothesen 
in strenger Weise herzuleiten oder, falls dies nicht gelingt, die 
Gruppe der Endformeln der MaxwelPschen Theorie formal möglichst 
zu vereinfachen. 

Zu den Bestrebungen der letzteren Art gehört die Theorie 
von Hertz ^), zu denen der ersteren die Darstellungen der Max- 
well'schen Theorie von Poincare^) und Boltzmann^). 



*) Hertz, Über die Grundgleichungen der Elektrodynamik für ruhende 
Körper (Gott. Nachr. 19. März 1890, Wied. Ann. 40), für bewegte Körper 
(Wied. Ann. 41). 

2) Poincar^, Elektricität und Optik, deutsch von Jäger und Gumlich. 
^) Boltzmann, Vorlesungen über MaxwelPs Theorie der Elektricität und 
des Lichtes. 

1 
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Soviel diese Arbeiten auch dazu beigetragen haben, die Max- 
welPsche Theorie zu klären und von allem unnötigen Beiwerk 
zu befreien — dieses Verdienst ist gewiss kein kleines — so 
bleibt dennoch der Haupteinwand gegen die Maxwell'sche Theorie 
bestehen; derselbe richtet sich gegen die Anwendung der Lagrange- 
schen Bewegungsgleichungen für imaginäre Variable imd Ge- 
schwindigkeiten, für deren Realität nicht die geringste Sicherheit 
besteht, und für welche auch im Falle ihrer Realität noch der 
Beweis der Anwendbarkeit der Lagrange'schen Gleichungen zu 
erbringen ist. 

Für eine Theorie, die Anspruch auf Anerkennung machen 
will, ist es eine unabweisbare Forderung, die Bewegung des Trägers 
der elektrischen Vorgänge für jedes Problem wirklich zu erforschen, 
und Wenn man Sätze der Mechanik — die, wie die Lagrange'schen 
Gleichungen ^), nicht unbedingt gültig sind — zur Grundlage nimmt, 
so muss man nachträglich den Beweis bringen, dass die in der 
Theorie vorkommenden Bewegungszustände einmal möglich, und 
zweitens, dass für sie die als Grundlage benützten Sätze der 
Mechanik wirklich gültig sind. 

Unsere Aufgabe ist nun die Erforschung von Bewegungsformen, 
deren Wirkungen den elektrischen Erscheinungen kongruent sind. 
Wir haben bereits in cier Theorie der Elektrostatik 2) für den idealen 
Nichtleiter eine inkompressible Flüssigkeit als Träger der elektrischen 
Vorgänge angenommen, wir werden uns auch in der Elektro- 
dynamik zum grossen Teile mit Problemen der Hydrodynamik zu 
beschäftigen haben. 

Man wäre in diesen Untersuchungen sicherlich schon viel 
weiter gekommen, wenn nicht eine merkwürdige Reihe von hydro- 
dynamischen Resultaten viele Theoretiker von der Fortsetzung 
ihrer Bestrebungen in dieser Richtung zurückgeschreckt hätte. 

Diese Resultate sind: 
Die Wechselwirkung pulsierender Kugeln 1 in einer 
„ ^ „ oscillierender Kugeln i inkompressiblen 

„ „ „ umströmter Ringe J Flüssigkeit. 

*) Ein Beispiel, in dem die Lagrange 'sehen Gleichungen nicht gelten, 
ist die Bewegung starrer Ringe in inkompressibeln Flüssigkeiten, wenn man 
die Verschiebungen und Drehungen der Hinge als Variable wählt. 

'^) A. Korn, Eine Theorie der elektrischen Erscheinungen auf Grund- 
lage der Hydrodynamik, I. Teil, Gravitation und Elektrostatik. 
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der Wechselwirkung elektrischer Teilchen 
„ „ „ magnetischer Teilchen 

„ „ „ elektrischer Ströme 



Wir haben hier die Analogieen zu 

^ in einem 
idealen 
Nichtleiter, 

aber überall ist die Analogie eine inverse, die Resultate der erst- 
genannten Probleme sind den elektrischen Erscheinungen konträr 
entgegengesetzt. 

Ist nun bereits alles versucht worden, um durch Veränderung 
der Daten der erstgenannten Probleme eine Umkehrung ihrer Resul- 
tate herbeizuführen? 

Es dürfte allgemeine Übereinstimmung bestehen, dass die 
Bewegungsformen, entsprechend der Pulsation, Oscillation, Um- 
strömung (resp. vibratorischen Umströmung) allein zur Bildung einer 
Theorie der elektrischen Erscheinungen herbeigezogen werden 
können. 

Durch Ersetzung des Zwischenmediums durch ein nach den 
Lame' sehen Gleichungen sich bewegendes elastisches Medium kann 
zwar die Umkehrung herbeigeführt werden, aber die Lame'schen 
Gleichungen bedürfen selbst wieder einer sicheren Begründung, 
und die Annahme des idealen Nichtleiters als eines solchen 
elastischen Mediums bringt noch viele andere Schwierigkeiten 
mit sich. 

Der Versuch, den Körper, von welchem der Impuls 
ausgeht, nicht mehr als starr anzunehmen, sondern 
diesem andere Eigenschaften zu geben, ist noch nicht 
gemacht worden, aber er ist es, der zum Ziele führt^). 

Wir haben bereits in der Theorie der Elektrostatik mit Hilfe 
der Veränderung der Starrheit der pulsierenden Teilchen eine Um- 
kehrung der Bjerknes'schen Resultate erlangt, aber wir haben 
schliesslich für die Berechnung der Gesammtwirkung auf ein solches 
Teilchen dasselbe wieder als starr angenommen^ so dass wir dem 
Teilchen einmal seine Eigenschaft der Starrheit gelassen, ein 
anderes Mal ihm andere Eigenschaften zugeschrieben haben. 

Wir werden nunmehr, indem wir ein leitendes Teilchen als 
ein periodisch starres Teilchen auffassen, dessen Theorie S. 21 — 31 
auseinandergesetzt werden soll, ganz konsequent verfahren können, 
und wir werden zeigen, dass die Hypothesen, die unserer Theorie 

') Allerdings wird ausserdem noch eine gewisse Modifikation des 
Zwischenmediums notwendig sein. 

1* 
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der Elektrostatik zu gründe lagen, sieh der nunmehr gewonnenen 
konsequenten Anschauung unterordnen lassen. 

Ein elektrisches Teilchen wird als ein pulsierendes leitendes 
Teilchen aufzufassen sein, und für die Wechselwirkung je zweier 
solcher Teilchen wird das Coulomb'sche Gesetz gelten, wie dies in 
der Theorie der Elektrostatik abgeleitet worden ist. 

Wir werden nun in diesem Teile der Theorie weitergehen^ 
indem wir 

ein magnetisches Teilchen als ein oscillierendes leitendes 

Teilchen, einen elektrischen Stromring als einen vibrierenden 

leitenden Ring 
definieren werden, wobei wir unter Vibration eines Ringes von 
sehr kleinem senkrechten Querschnitt Schwingungen seiner Ober- 
fiächenteilchen in tangentieller Richtung, senkrecht zu seiner 
Führungskurve verstehen werden. 

Wir werden immer unter der Voraussetzung, dass das leitende 
Teilchen ein periodisch starrer Körper ist, dessen Theorie S. 21 — 31 
auseinandergesetzt werden soll, die sämtlichen Gesetze der Wechsel- 
wirkung magnetischer Teilchen und elektrischer Ströme ableiten, 
u. A. auch zu dem Resultate kommen, dass kleine Stromringe 
und magnetische Teilchen in ihren Wirkungen äquivalent sind. 

Ober Arbeiten, denen ähnliche Bestrebungen, wie der vorliegenden» 

zn gründe liegen. 

In dem grössten Teile seiner Arbeiten hat Kirchhoflf das 
Interesse für das Streben nach einer dynamischen Erklärung der 
elektrischen Erscheinungen zu erregen und wachzuhalten gesucht; 
nicht unabsichtlich hat er seinen Vorlesungen über Mechanik die 
Probleme der Bewegung starrer Körper in Flüssigkeiten^), die 
Theorie der Wirbelringe 2), die Theorie der Reibung der Flüssig- 
keiten^), seinen Hinweis auf die Arbeiten von Bjerknes*) eingefügt, 
seine Arbeit über die Wechselwirkung starrer Ringe in einer in- 
kompressibeln Flüssigkeit®) hat er nicht aus rein mathematischem 
Interesse unternommen; wir glauben nicht zu irren, wenn wir 



Kirchhoff, Mechanik 18. und 19. Vorlesung. 
Kirchhoff, Mechanik 20. Vorlesung. 
Kirchhoff, Mechanik 26. Vorlesung. 
Kirchhoff, Mechanik S. 232 (in der 3. Aufl.) 
Kirchhoff, Grelle B. 71. 
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annehmen, dass Kircbhoff an die Möglichkeit einer dynamischen 
Theorie der elektrischen Erscheinungen, und zwar auf Grundlage 
der Hydrodynamik, geglaubt hat und durch vorgenannte Arbeiten 
den Weg zu einer solchen Theorie zu ebnen suchte. 

Den Arbeiten KirchhoflTs und Bjerknes' ') verdanken die vor- 
liegenden Untersuchungen ihre hauptsächlichste Anregung. 

Bjerknes^) hat zum ersten Male das Problem der pulsieren- 
den Kugeln und das der oscillierenden starren Kugeln in einer 
inkompressibeln Flüssigkeit behandelt und durch Versuche die 
Übereinstimmung zwischen Theorie und Erfahrung erwiesen. 
Das erstere Problem haben wir bereits bei der Theorie der 
Gravitation kennen gelernt, hier interessiert uns das Problem 
der oscillierenden starren Kugeln in seiner inversen Analogie zu 
dem Problem der Wechselwirkung magnetischer Teilchen; wir 
werden dieses Problem in § 2 wiederum durch direkte Rechnung 
ohne Zuhilfenahme des Hamilton'schen Prinzips (das übrigens für 
diesen Fall gültig ist) behandeln. Wir fügten dasselbe in unsere 
Arbeit nicht lediglich wegen seiner historischen Wichtigkeit ein, 
sondern auch, weil die Bekanntschaft mit demselben das Ver- 
ständnis für die Hauptuntersuchungen erleichtert. 

Das Problem der Wechselwirkung starrer Ringe, die von 
einer unbegrenzten, inkompressibeln Flüssigkeit umströmt werden, 
ist zum ersten Male von Kirchhoflf^), später von Boltzmann^), 
Riecke*), C. Neumann®) behandelt worden. Hinweise auf die 
Analogieen zwischen den Wirkungen solcher Bewegungen und 
denen elektrischer Ströme finden sich schon in früheren Arbeiten 
von Bjerknes und Thomson, im besonderen in der grundlegenden 
Arbeit von Helmholtz*) über Wirbelbewegungen. Interessant an 
diesem Problem ist ausser seiner (inversen) Analogie zu dem 
Problem der Wechselwirkung elektrischer Ströme, dass man hier 
mit Hilfe des Hamilton'schen Princips zu einem fehlerhaften, dem 



•) Die Arbeiten Bjerknes' sind bereits in der Theorie der Ellektrostatik 
angeführt. 

2) Kirchhoff, Grelle B. 71. 

3) Boltzmann, Grelle B. 73. 
*) ßiecke, Math. Ann. B. 32. 

*) G. Neumann, Beiträge zu einzelnen Teilen der math. Physik 1893. 
«) Helmholtz, Grelle B. 55. 
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richtigen grade entgegengesetzten Resultate^) gelangt, ein wich- 
tiger Hinweis, welche Vorsicht man der MaxwelPschen Ableitung 
seiner Theorie aus den Lagrange'schen Gleichungen entgegen 
bringen muss. Wir haben das Problem in etwas modificierter 
Weise unserer Arbeit eingefügt, indem wir die Wechselwirkung 
zweier Wirbelringe betrachten, die (etwa durch Einlagerung in 
ruhende starre Ringe) in Ruhe gehalten werden sollen (§ 3). 

Wir haben noch der Arbeiten zu gedenken, die an Stelle 
der inkompressiblen Flüssigkeit ein elastisches Medium als 
Zwischenmedium annehmen. Leahy^) hat auf diesem Wege die 
Umkehrung des hydrodynamischen Resultates für die Wechsel- 
wirkung von Ringen, somit eine vollkommene Analogie zu den 
Wirkungen elektrischer Ströme erreicht. Für das Problem der 
oscillierenden starren Kugeln ist mir eine analoge Arbeit nicht 
bekannt, es ist aber zweifellos, dass man in der von Leahy ge- 
gebenen Art und Weise gleichfalls die Umkehrung des hydro- 
dynamischen Resultates erhalten wird. Man wird vielleicht auch 
die Leahy'schen Resultate zu einer Theorie der elektrischen Er- 
scheinungen verwerten können, aber es stehen ihr ausser der in 
den Lame'schen Gleichungen bestehenden unsicheren Grundlage 
noch grosse Schwierigkeiten im Wege. 

Der Auffassung des Zwischenmediums als eines festen 
elastischen Mediums nähert sich auch die Theorie von HankeP), 
welcher wohl in der Geschichte der elektrischen Theorieen stets 
einer der ehrenvollsten Plätze erhalten bleiben wird, da er seine 
dynamischen Anschauungen schon zu einer Zeit ausgesprochen 
hat, in der man nur in der Ausarbeitung formaler Theorieen mit 
Hilfe der Annahme von Fernkräften beschäftigt war. In Hankels 
Theorie findet sich zum ersten Male die Ansicht, dass die 
Wechselwirkung elektrischer Ströme von einer tangentiellen Be- 
wegung der Stromringe senkrecht zur Führungskurve herrühre, 
er hat sogar auf Grundlage dieser Ansicht bereits eine Theorie 
der Induktion aufgestellt. Wenn man in den Untersuchungen 
Hankels auch keine exakte Theorie findet, so bleibt immer die 



^) Wie das Hamilton'sche Prinzip für diesen Fall abzuändern ist, siehe 
das interessante Kapitel : Über die Analogieen zwischen Hydrodynamik und 
Elektrodynamik in C Neumanns Beiträgen etc. (s. Anm. 5 vorige Seite). 

2) Leahy Cambr. Phil. Trans. XIV. P. 2. 1885. 

») Hankel, Pogg. Ann. B. 126 und 181. 
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scharfsinnige Auffassung der allein für die Erklärung der Wir- 
kungen elektrischer Ströme heranzuziehenden Bewegungsform zu 
einer so frühen Zeit bemerkenswert. 

Das D*Alembert*sche Prinzip fiir kontinnierliche Massensysteme. 

Unsere. Mechanik ist eine atomistische. Ihr wichtigstes nach 
D'Alembert benanntes Prinzip lautet: 

Befinden sich beliebige Massen m an den Stellen xyz mit 
den Geschwindigkeiten uvw, so wird die Veränderung des Be- 
wegungszustandes des Systems dadurch bestimmt sein, dass zu 
jeder Zeit t für alle mit den dem System etwa noch auferlegten 
Beschränkungen vereinbaren sehr kleinen Verrückungen dx dy dz 
die Gleichung stattfindet: 

streng genommen 
1, ^.-^J^^^py^'^^yO, 



in Bezug auf die 
cTx dy dz von der 
2. Ordnung klein, 



wobei die Summe über alle Massen zu erstrecken ist. 

Der L^bergang zu kontinuierlichen Massensystemen kann nun 
in doppelter Weise erfolgen: 

Einmal denken wir uns das System zusammengesetzt aus 
einer ausserordentlich grossen Zahl kleiner Massen, so dass eine 
begrenzte Anzahl von Massenteilchen mit der Gesammtmasse 
iTa = fiäT den Raum dr einnehme, wo fi die Dichtigkeit des 
Raumes dr genannt wird. Je kleiner wir die Massenteilchen, 
je grösser wir zugleich ihre Anzahl denken, desto näher 
werden (unter Voraussetzung gewisser Stetigkeitsbedingungen 
für uvwdxdydz) die Gleichungen gelten: 



2 a) 



y]m f (uvw dx dy dz) = l(idT{ (uvw dx 6y dz) , 
<^(^d.) = 0, I ^ = 0, 



wo f in der ersten Gleichung eine beliebige Funktion ihrer 
Argumente sein darf und das Integral rechts über den ganzen 
Raum zu erstrecken ist, welcher von den Massen m eingenommen 
wird. Die zweite Gleichung drückt die Kontinuitätsbedingung 
aus, das Prinzip der Erhaltung der Massen. Massensysteme 
dieser Art mögen unechte Kontinua heissen. 
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Die zweite Möglichkeit ist die folgende: 

Wir denken uns in einem kleinen Räume dr eine Gesammt- 

masse lf*dT, wo f* die Dichtigkeit des Raumes dr genannt wird, 

dT 
wie klein immer wir aber auch dr wählen, niemals soll sich diese 
Gesammtmasse als ein einzelnes konkretes Massenteilchen darstellen, 
sondern wiederum als ein Massensystem , so dass sich in einem 
auch noch so kleinen Teile SLt des Raumes dr wiederum kein 
einzelnes Massenteilchen präsentiert und so fort. 

Bei dieser Konstitution des Systems können wir uvwdxrfyrfz 
und fi als vollständig stetig annehmen, und es werden die 
Gleichungen gelten: 



2b) 



y,m f (uvw dx dy dz) = jf*dr f(uvw<Jxdydz), 



wo die zweite Gleichung, in der das Integral über einen beliebigen 
Teil des von den Massen eingenommenen Raumes zu erstrecken 
ist, wieder die Kontinuitätsbedingung darstellt. Massensysteme 
dieser Art sollen echte Kontinua heissen. 

Obwohl der Unterschied in der Auffassung beider Konstitutionen 
in allgemeinen naturphilosophischen Erörterungen schon lange 
gemacht worden ist, hat man bisher der mathematischen Analyse 
der Bewegung kontinuierlicher Massensysteme — soweit mir bekannt 
ist — immer die erste Auffassung zu gründe gelegt, und man war 
jedenfalls der Meinung, dass die Resultate für beide Auffassungen 
in gleicher Weise gelten würden. Es wird sich nun zeigen, dass 
man auf grund der beiden Auffassungen zu ganz verschiedenen 
Resultaten kommt, und wir wollen, um dies an zwei für unsere 
Zwecke wichtigen Untersuchungen zu zeigen, uns für beide Auf- 
fassungen je 3 nützliche Sätze ableiten, deren wir uns für unsere 
weiteren Untersuchungen bedienen werden. 

a) Sätze für unechte Kontinua. 

la) Es ist, falls f und F stetige Funktionen ihrer Argumente 
und (i die Dichtigkeit eines unechten Kontinuums darstellt: 

3) 6 Cfif{myr)dt -=- CfAdtdT, 1 A r/i,F(uvwdxdydz)dir= J/fi^dr, 



^ 
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wo die Integrale über den ganzen von dem Kontinuum zur Zeit t 
eingenommenen Raum zu erstrecken sind. 

Es folgt dies unmittelbar nach der Kontinuitätsgleichung 
(2. Gleichung 2 a). 

IIa) Besteht für ein unechtes Kontinuum eine Gleichung 
von der Form: 



3 
4) S 




I J f* [fj (xyzt) «j + gj (uvw) -^ J dr 

+jit*hj(xyzt)€jdo dt = ^ J^gj (uvw) «j dir 



ti 



wo: 

€i = dx, 

4') \^2 = äj. 

fgh beliebige (stetige) Funktionen ihrer Argumente, toti, zwei 
beliebig gewählte Zeitpunkte sind,^) so folgen, wenn alle rfxdydz 
völlig unabhängig von einander sind, einzeln die Gleichungen: 



5) 



dsf* I 

fj =-^ im ganzen Räume,] . 



1 



J = 1, 2, 3. 
hj =0, an der Grenze. 

Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich, wenn man die Formel 4) 
mit Hilfe des Satzes la) umformt: 



3 

s 

1 




1^ J^ fj (uvw) «j dr + J ^hj (xyz t) «j do + ^ J ^ gj (uvw) «j dt 



I" 



dgj (uvw) 
dt 



EjdTj 



dt 



"3 *i 

2jJ/*gj(uVW)«jdir 



Jt 



*) Die Raumintegrale sind dabei über alle Elemente dx des von dem 
Kontinaom zur Zeit t eingenommenen Kaumes, das Oberflächenintegral 
über alle Elemente do der Oberfläche desselben zu erstrecken. 



oder: 
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S [//« ( fj - -^ ) «j d^ +//*hj (xyzt)fj do] dt = 0. 



nia) Die Bedingung der Inkompressibilität lautet fär unechte 
Eontinua: 



6) 



ddx ddy ddz 



dx dy dz ' 

Es folgt nämlich nach 2 a): 

dfi d(dT) 
^ dt 



du öv öw vx 

+ — h— — =0. 



öx 



öy 



dz 



= 0, 



also für 6fi = 0: 



d(dT) 
dr 



= 0, 



diese Gleichung ist identisch mit der Bedingung 6) (vgl. Eirchhoff 
Mechanik, 11. Vorl. pag. 119). 

b) Sätze für echte Kontinua. 

Ib) Es ist, falls f und F stetige Funktionen ihrer Argumente 
und fi die Dichtigkeit eines echten Kontinuums darstellt: 



7) 



wo: 



d j/i*f(uvw)dT= |/t<JfdT4- löfiidt— j/»f<Jxndo, 
tF(uvwdxdy(Jz)dT= J/tt^ dr +/^ Fdr- J]i*Fu„do, 



d_ 
dt 



8) 






d/ifr 



I ^(i^u) ^(^v) ^(f*w) 1 

1 öx 8y öz J 



9) 



dt [ dx ' dy ' dz 

dxn = dx cos (nx) + dy cos (ny) -h dz cos (nz) , 
Un = u COS (nx) + V cos (ny) + w cos (nz) 

und n die in das Innere des Kontinuums gerichtete Normale 
eines Oberflächenelementes do darstellt. 

Die Gleichungen 7) sind evident, wenn man bedenkt, dass 
bei einer Verrückung des Systems der Raum, der von jedem 
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auch noch so klein gewählten Massenkomplex eingenommen wird, 
an jedem Element do der Oberfläche desselben um die Quantität: 

— cJxndo (in der Zeit dt um (— Undodt)) 

wächst, wo dxn und Un die Werte 9 haben.*) 

Andererseits folgen die Gleichungen 8) aus der Kontinuitäts- 
bedingung (2. Gleichung von 2b). Nach dieser ist: 

d \fidT=: 1 dfidT — I /itdxndo =0, 

oder da die fidxdydz nebst ihren Ableitungen nach xyz als 
stetig angesehen werden dürfen, nach den Green'schen Sätzen: 

Soll dies für jeden beliebigen Integrationsraum bestehen, so 
müssen die Gleichungen 8) gelten. 

üb) Besteht für ein echtes Kontinuum eine Gleichung von 
der Form: 

ti 



10) 



S I [//* [fj (xyz t)cj + gj (uvw) -^J di: + J/*hj (xyzt)«j do J dt 

t. r a "it, 



1 -^ 



(uvw)«jdT 



') Man kann sich hier leicht verleiten lassen, folgendermaassen zu 

8Chll6B86Tl * 

djft{dt=fftd{dt+jdftfdt+fftfd{dt), 



a) 






dann folgte aus der Kontinuitätsbedingung: 

b) cf^ = -^^-- . 
and wieder nach a): 



+ 



ddz\ 



dj dz ) 



c) (fJ/ifdT=J/i(ffdT. 

Wir haben aber dann wieder so geschlossen, als ob das Element dr 
von einzelnen unveränderlichen Massenteilchen von der Gesammtmasse ^dr 
eingenommen werde, und müssen natürlich zu dem Resultat der ersten Auf- 
fassung gelangen. 

Wir können, um jedem Zweifel zu begegnen, 

das unechte Kontinuaxn durcli die Gleicliungeii 2 a) und den 
8«te la), das eohte Kontinnum duxdi die Gleichungen 2 b) und 
den Satz Ib) 
definieren. 
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wo: 

(«1 = dx, 
Ca = <^y, 

fgh beliebige (stetige) Funktionen ihrer Argumente, toti zwei 
beliebig gewählte Zeitpunkte sind, so folgen, wenn alle dxdjdz 
von einander völlig unabhängig sind, einzeln die Gleichungen: 

11) h =^' ™ »*°^«" ^^"°^«' I j = l, 2, 3. 
l hj + gj Un = 0, an der Grenze. J 
Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich, wenn man die 
Formel 10). mit Hilfe des Satzes Ib) umgestaltet: 

ti 
2^ ) [j/*fj(xyzt)«jdT + J^hj(xyzt)«jdo +^J/tgj(uvw)«jdi: 




~/dt ('* ^^ ^"^^^) *J ^'^ "^ J'*^^ (uvw)Ua«j do jdt 



oder: 
3 

S 

1 



2jJi^gj(uVW)£jdir 



Jt, 



ti 




J[f*fj-gf (i^gi)]«jd^+Jf*(hjH-gjUn)«jdo dt 



= 0. 



III b) Die Bedingung der Inkompressibilität lautet für echte 
Kontmua : 



^o\ ö^x örfy örfz ^ 



du dy dw 



8x 



öy 



öz 



0. 



8x öy öz 
Dies folgt unmittelbar aus der Imkompressibilitätsbedingung:: 
d jdir = 0.i) 



*) Die Bedeutung von /u ist für beide Auffassungen im allgemeinen 
eine völlig verschiedene, sie ist dieselbe im Falle der Inkompressibilität 
and Eonstanz von ^ für den ganzen Raum im Anfangszustande. 



r 
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Wir wollen nun auch das D'Alembert'sche Prinzip für beide 
Auffassungen umgestalten. 

Versteht man unter du den Ausdruck in 1), so ist: 

13) rfU = -^ 2m(udx + V dy + wdz) - d 2y m(u2 + v2 + w^), 

also nach 2 a) und 2 b) für kontinuierliche Massensysteme, mögen 
sie echt oder unecht kontinuierlich sein: 

14) du = ^ fr (udx -h V dy -f- wdz) d^ - df^ fji{\i^ + v« + w^) d^. 

Setzt man: 

15) T= ryjlA(u2 + v2 + w2)dz:, 

multipliciert die Gleichung: 

dU = 

unter Einsetzung des Wertes 14) von dU mit dt und integriert 
zwischen zwei Grenzen t^ und ti, so folgt ^): 

16) jdTdt = fr(udx + vdy + wdz) dir j . 

Es ist nun für unechte Kontinua nach 15) und Satz la): 

U.2) 

17 a) dT = fr (udu + vdv + wdw) dr, 
für echte Kontinua nach 15) und Satz Ib): 

17 b) dT = pA (udu + vdv + wdw) di; + f-l- (u^ -h v^ + w^)d(i . dr 

- J|- /i (U2 + v2 + W2) dXndO. 

Denken wir uns nun, das ist der allgemeinste Fall, den Raum 
teils durch ein echtes, teils durch ein unechtes Kontinuum erfüllt, 
so lautet die Gleichung 16): 



Vgl. Kirchhoff, Mechanik 3. Vorl., pg. 25-27. 

^) u. und e. über T sollen andeuten, dass wir es mit einem unechten 
xesp. echten Kontinuum zu thun haben. 
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*i P • 

18) fS^'^^^^ r/i*(udx4-v(fy+W(fz)dir 



ti 




in dieser Gleichung ist links 2dT die Summe der dT für die 
einzelnen Komplexe echter oder unechter Kontinua, und es ist 
dementsprechend für jedes dT der Ausdruck 17a) resp. 17 b) 
einzusetzen. 

Die Beschränkungen, die wir dem System auferlegen (im 
Innern oder an den Grenzen), können wir in 18) auf dreierlei 
Weise einführen: 

1. Durch Multiplikatoren; dann können wir alle dx dy dz von 
einander unabhängig annehmen, ihnen, falls dies nicht gegen die 
Beschränkungen selbst verstösst, zu den Zeiten t^ und ti die 
Werte null beilegen und die rechte Seite in 18) null setzen. 

2. Durch Substitutionen (Einführung neuer Variablen q^ q2. ..)• 
In diesem Falle darf die rechte Seite nur null gesetzt werden, 
wenn infolge der Gleichungen: 

dqi = dqa = =0 

alle dxdydz verschwinden müssen. 

3. Durch Multiplikatoren und Substitutionen gleichzeitig, 
dann gilt das unter 1 und 2 Gesagte zugleich. 

Wir werden in unseren Untersuchungen die Wahl zwischen 
der Methode der Multiplikatoren und Substitutionen immer so 
treffen, dass wir die rechte Seite in 18) null setzen dürfen und 
dies jedesmal speciell beweisen, dann lautet die Gleichung 18): 

ti 

Die Gleichungen 19), 17a), 17 b) verbunden mit den Be- 
schränkungen des Systems und den Sätzen IIa) und IIb) müssen 
uns die Lösung jedes von uns gestellten möglichen Problems 
ergeben. 

Theorie der Bewegung starrer Körper in einer inkompressiblen, 

unecht kontinuierlichen Flüssigkeit. 

Wir denken uns ein unbegrenztes unechtes Kontinuum, das 
im Unendlichen ruht, und dem die Beschränkung der Inkom- 
pressibilität : 



19) JS' 



^, ddx ddy ddz 

1) ^r— + -^ + 



dx 



dy öz 
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0, 



du Öv 8w_^ 



auferlegt ist, in demselben einen wiederum von einem unechten 
Kontinuum erfüllten Raum; dieses Kontinuum soll die Be- 
schränkung haben, dass: 



u=r+(z-Oz'-(y-^)^'; 

v=V+(x~?)e'-(z-O^S 



rrfx = (j| + (z - ?)dx ~ (y - ^)cJ9, 

2) Jrfy = diy + (x-?)d9-(z-C)rf7r, 

Uz = <J? -4- (y — ^)rfn:— (X — ?) rfx, 

WO die neuen Variabein ^fj^nxQ von x y z unabhängig sein 
und §' iy' r ^' / p' ihre Ableitungen nach der Zeit vorstellen sollen. 

Ausserdem soll an der Grenze beider Medien: 



3) rfxn^=rfxn., 



Un.= U„. 



'n 



sem, wo: 



3') 



cJxj,^ = rfxa COS (nx) 4- rfya cos (ny ) 

4-rfZaCos(nz), 

cJxn- = rfxi COS (nx) 4- rfyj cos (ny) 

+ rfziCos(nz), 



"na = Ua cos (ux) + Va COS (uy) 

H-WaCOS(nz), 

+Wi cos(nz), 



^XacJva^^Za die Greuz Werte von dxtfydz des äusseren!,, ,. 
* / ^ . JMedmms 

öXiöyidZi „ „ „ 



»» »1 1) 



mneren 



sind und n die in das Innere des äusseren Mediums gerichtete 
Normale der Grenzfläche vorstellen soll. 

Die Bedingungen unseres Systems 1), 2), 3) sind die Be- 
dingungen der Bewegung eines starren Körpers in einer in- 
kompressibeln, unecht kontinuierlichen Flüssigkeit. 

Denken wir uns ?iyf als die Koordinaten eines Punktes, so 
ist die Bewegung des inneren Mediums die eines starren Körpers, 
der starr mit (?^0 verbunden ist, und dessen Drehungs- 
geschwindigkeiten um parallel zu den Axen der xyz durch (?iyC) 
gelegte Axen durch ti'xq' repräsentiert werden. 

Wir führen die Gleichungen 1) und 3) durch Multiplikatoren 
in der Gleichung 19) der vorigen Untersuchung ein; die Substi- 
tutionen 2) sind solcher Art, dass für: 



ä^ = dfj = d^ = dn == 6x = äQ = 
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alle dxdjdz für den starren Körper verschwinden, wir konn( 
somit, da die Werte: 

rfx = dy = dz = (für den ganzen Raum) 

jederzeit den Beschränkungen 1 — 3 genügen, sobald nur 

d^ = dl] = d^ = dn = dx = ^Q = 



ist: 



4) 




Jtn 



(udx + vdy 4- wJz) dz \ = 

setzen und haben so die Anwendbarkeit der Gleichung 19) für 
unseren Fall bewiesen. Wir können nunmehr die Gleichung 19) 
so schreiben: 



5) 



ti 



to 



€ (udu + vdv -f w(Jw) 



( 



ddx 

8x 



ddy ddz 



öy 



+ 



^S~)] ^"^ "^ /^ ^'^'''^» " '^''''i^ ^^1 ^^ = ^' 



wo: 



6) Ti=:lj]li(u2 4-V2 + W2)dir 



und € die konstante Dichtigkeit der Flüssigkeit, fi die des starren 
Körpers vorstellt, wo ferner die Indices i und a am Integral- 
zeichen andeuten sollen, dass die Integrale über den inneren 
resp. äusseren Raum zu erstrecken sind, und wo endlich p und X 
als stetige ^) Funktionen von xyzt anzusehen sind, die sich nach- 
träglich durch die Bedingungen 1) und 3) bestimmen lassen müssen. 
Aus der Theorie des starren Körpers ist bekannt, dass sich 
dTi so darstellen lässt: 

ferner ist: 



^) Die Stetigkeitsannahme ist streng genommen eine Hypothese, die 
sich als das Prinzip der Gleichheit von actio und reactio der Drucke 
deuten lässt. 
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8) 



io^ rfxnj = rf? COS (nx) 4- dl] cos (ny) + d^ cos (nz) 

H- [(y — fj) cos (nz) — (z — ^) cos (ny)] dn 
-+■ [(z — f ) cos (nx) — (x — ?) cos (nz)] rf% 
+ [(x — ?) cos (ny) — (y — ^) cos (nx)] dg. 

Mit Berücksichtigung dieser beiden Formeln folgen aus 6) 
nach den Sätzen der Variationsrechnung (bezw. aus dem Satzella) 
der vorigen Untersuchung) und der Formfei 4) einzeln die folgenden 
Beziehungen: 



1)6 
HS 



0, 



9) 



10) 



du dp 
*dt~ 8x' 






dv dp 

^dt öy' 


für 


die Flüssigkeit, 


dw dp 

^ dt 8z') 






{X — p) cos (nx) — 0, 


' 


{X — p) cos (ny) — 0, 


an der Grenze, 


(X — p) cos (nz) 


-0, 


J 



11) 



AS 

dt 

dff 

dt 

dZ 

dt 



=— Ucos(nx)do, -TT =— u((y-iy)cos(nz)-(z— f)cos(ny))do, 
^ cos(ny)do, -jt = — ( ^ ((^-^ cos(nx) -(x— J)cos (nz)) do, 



dP 



=— j>lcos(nz)do, -Tjr=— [a((x— ?)cos(ny)— (y-iy)cos(nx))do. 

Die Gleichungen 9) stellen die Bewegung der Flüssigkeit, 
die Gleichungen 11) nach Substitution des aus 10) folgenden 
Wertes von X: 

12) X = p 

die Bewegung des starren Körpers dar. 

Definition. Wenn nach Definition der Ausdrücke SHZ17XP 
durch die Formeln 6) und 7) die Bewegung eines starren Körpers 
von solcher Art ist, dass jederzeit: 



13) 



dt 

dH 

"dt 

äZ 
dt" 



= X, 



= Y, 



= Z, 



d/y 

dt 

dJ^: 



= D 



Xf 



= D, 



dt "y' 
dt ^^' 



2 
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so sagt man der Körper bewegt sich unter Einwirkung der 
Kräfte XYZ und der Drehungsmomente DxDyDz, bezogen auf 

den Punkt (giyC). 

Wir können mit Hilfe dieser Definition den folgenden be- 
kannten Satz der Hydrodynamik aussprechen: 

Ein starrer Körper bewegt sich in einer inkompressibeln 
Flüssigkeit (die als unecht kontinuierlich vorausgesetzt wird), in 
solcher Weise, als ob er sich unter Einwirkung von Kräften XYZ 
und Drehungsmomenten DxDyD^ befände, die, auf einen Punkt 
(?^0 bezogen, die Werte hätten: 



14) 



X=— jpcos(nx)do, 
Y = — jpcos(ny)do, 
Z =-- jpcos(nz) do, 



Dx= — JpKy-^) cos(nz) - (z-f ) cos(ny)]do, 
Dy= — j p[(z — Q cos(nx)— (x— 5) cos(nz)] do. 
Dz = ~ j p[(x-?) cos(ny)-(y~^) cos(nx)]do. 



Hier repräsentiert n die in das Innere der Flüssigkeit gerichtete 
Normale eines Elementes do der Oberfläche des starren Körpers, 
die Integrale sind über die ganze Oberfläche zu erstrecken, und 
die Funktion p, der hydrodynamische Druck, ist definiert^) 
durch die Gleichungen der Bewegung der Flüssigkeit (9, 1, 3): 
du dp 



15) 









dt 


dx 


dv 


dp 


dt 


öy 


dw 
dt 


öp 

dz 






du öv öw ^ 

dx dy dz 



für den von 
der Flüssig- 
keit erfüllten 
Raum, 



16) Un^= Unj (an der Grenze). 

Aus der Art der Ableitung des Satzes ist ohne weiteres ersicht- 
lich, dass derselbe mit demselben Wortlaut für beliebig viele in 
der Flüssigkeit befindliche getrennte starre Körper gelten muss. 

Das Problem sei nun so modificiert: 

Zu den Beschränkungen 1 — 3 des Systems soll noch die 
hinzukommen, dass die Bewegung des starren Körpers eine 
bestimmt gegebene sei: 

*) p ist durch die Gleichungen 15), 16) bis auf eine additive, nur von 
t abhängige Grösse bestimmt, die nach 14) für XYZDxDyDz nicht in 
Betracht kommt. 
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18) 



§ = §(t), 7r = 7r(t), 

17) { ^ = ^(t), X = z(t), 
C = C(t), ^ = ß(t), 

wir haben dann in der Gleichung 5) noch die Bedingungs- 
gleichungen : 

dj = 0, dn = 0, 

dC = 0, ÖQ^O 

durch Multiplikatoren einzufuhren, so dass zu der linken Seite 
unter dem Integral zwischen to und ti noch der Ausdruck: 

19) XdJ + Ydfj + Z d: + DxdTT + Bydx + ^z^Q 

hinzuzufügen ist, wo X Y Z D^ Dy Dz Grössen sind, die sich nach- 
träglich infolge der Gleichungen 17) bestimmen lassen müssen. 
Die Grössen X Y Z D^ Dy Dz mögen in Übereinstimmung mit einer 
von 0. Neumann eingeführten Ausdrucksweise manuelle^) 
Kräfte und Drehungsmomente heissen, welche zu den Wirkungen 
der Flüssigkeit hinzutreten müssen, um dem Körper die gewünschte 
Bewegung 17) zu geben. 

Es ergeben sich nunmehr aus der modificierten Gleichung 5) 
die folgenden Werte von XYZDxDyDz'. 

-5t^+Jp[(y-^)cos(nz) 
— (z - cos (ny)] do. 



20) 



— d ^ r 

X = -^ + J p cos (nx) do, 



D.= 



Y = -g^ -+- Jp cos (ny) do, 
Z = -g^ -f- j p cos (nz) do, 



Dy = 



D.= 



^+Jp[(Z"-0 cos(nx) 
— • (x — ?) cos (nz)] do, 

dP r 
^+Jp[(x~?)cos(ny) 



- (y - ?) cos (nx)] do, 

wo SHZnXP durch die Gleichungen 6), 7), p durch die 
Gleichungen 15), 16) definiert wird. 

') Wir haben bei der EinfÜhrang dieser so formal definierten Kräfte 
immer den Gedanken an ein mit dem Körper durch irgend welche Bedin- 
gungen verbundenes System , von dessen Einwirkung auf die Flüssigkeit 
abstrahiert wird; die Berechtigung einer solchen Abstraktion lässt sich 
nachweisen, und es schwindet dann die Möglichkeit jedes mysteriösen Hinter- 
gedankens, den man bei der Einführung solcher „manuellen Kräfte" ver- 
muten könnte. 

2* 
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Der starre Körper sei in einer rein translatorischen (von 
Drehungen freien) Bewegung, dann ist: 

' ■5'= i«r, 

21) iH^ftij', 

und falls die Bewegung eine rein schwingende ist, falls also: 



r = 2^ ( Aj, cos j Y 27r + Bj, sin j y 27rl 



22) 



. t 



ij' = 2j ( Aj, cos j -^ 27r + Bj, sin j -=• 27r ), 



T 



I 



r 



2^ ( Aj3 cosj Y 27r + Bj3 sin j y 27rj, 



wo die A und B Konstanten vorstellen, so folgt leicht aus 20): 

t 4- T t + T 

Xo = ttt j X dt = rp J Jp cos (nx) do dt, 
t t 

t+T t+T 

t t 

1 4- T t 4- T 

Zo = Y" J Z dt = rp j Jp cos (nz) do dt. 



23) 



t 



t 



Wenn die Schwingungen sehr rasch sind, also T ausser- 
ordentlich klein ist, so wird sich der Körper in scheinbarer 
Ruhe befinden, und wir nennen daher Xq YqZq die scheinbaren 
Gleichgewichtskräfte, die der Wirkung der Flüssigkeit entgegen 
wirken müssen, und 

24) X = -Xo, Y = -Yo, Z = -Zo, 

kurz die Kräfte, die die Flüssigkeit auf den in scheinbarer Ruhe 
gehaltenen starren Körper ausübt. 

Bemerkung. Die Formeln 23) lassen sich auch noch be- 
weisen, wenn der starre Körper ausser seiner starren Bewegung 
noch gleichmässige (von der Stelle unabhängige) Kontraktions- 
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und Dilatationsschwingungen (Pulsationen) von der Periode T 
ausführt. Die Beschränkungen 2) sind nur etwas zu verändern, 
aber sonst ist entsprechend zu verfahren. (Siehe Anhang unter 1.) 



Theorie der Bewegung periodisch starrer Körper (Leiter) in einer 
nichtleitenden Flüssigkeit. (Fall der scheinbaren Ruhe.) 

Wir denken uns eine unbegrenzte, im Unendlichen ruhende, 
echt kontinuierliche, inkompressible Flüssigkeit, für die also: 



^. ddx ddy ddz ^ 



dx 



öy 



dz 



du öv 8w ^ ,. . . 

t^ + t; — H-r— = 0, (im Aussenraum) 
dx dy dz ' ^ ' 



und in derselben einen Raum, der durch eine unecht kontinuier- 
liche inkompressible Flüssigkeit ausgefüllt werde, für die also 
wiederum : 



2) 



ddx 



ddy 

^1 



ddz ^ öu öv öw ^ ,. , . 

= 0, , 7;3-l-Trr + ^:;z- = 0, (im Innenraum). 



8x ' 9y ■ dz " ' dx ' dy ' dz 
Wir verlangen als Grenzbedingungen einmal: 

3) { rfya = cJyi, 

dZa = rfZi, 



Ua = Ui, 
Va = V 

Wa = 



1» 



Wi, 



und wir machen ausserdem noch die folgende Beschränkung: 
Die Bewegung an der Grenze sei zerlegt gedacht in eine rein fort- 
schreitende und eine mit der sehr kleinen Periode T schwingende: 



Ui = Üi 4- üi, 

4) J Vi = Vi + Vi, 

Wi = Wi -4- Wi, 



dxi = dxi + cJxi, 
dzi = (Jzi -4- dzj. 



wo: 



5) 



(t t \ 

Uj, (xyz) cos j Y 2^ + Uj, (xyz) sin j ^ 27r j. 

Vi = 2^ ^ Vj. (xyz) cos i-r^2n-+- Vj,(xyz) sin j ^ 27rj, 

Wi = ^J (wj.(xyz) cos 3^2^ + Wj,(xyz) sin j ^ 27rV 



und wo, unter Ausschluss fortschreitender Bewegungen mit 
ausserordentlich grossen Geschwindigkeiten, die Ausdrücke: 



7) 
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^^ ^^' ^^' ^"er 

von der Ordnung T klein sein sollen.^) 

Die Beschränkungen, die wir nunmehr machen, seien: 

wo JiyCTTxp neu einzuführende Variabein seien, die nur von t 
abhängen, und deren Ableitungen nach der Zeit t durch 
J'iyT^'x'p' vorgestellt werden. 

Wir nennen unter diesen Voraussetzungen das innere 
Medium einen periodisch starren Körper, das äussere 
Medium eine nichtleitende Flüssigkeit. 

Der periodisch starre Körper wird, wenn Ortsveränderungen, 
die von der Ordnung T klein sind, nicht wahrnehmbar sind, die 
Erscheinung eines starren Körpers liefern, der mit dem Punkt 
(?iyf) starr verbunden ist und um Axen, die parallel den Axen 
der xyz durch (S^^) gelegt gedacht werden, die Drehungs- 
geschwindigkeiten tt'x'q' besitzt. 

Der grosse Unterschied von dem starren Körper besteht 
darin, dass der periodisch starre Körper den Bewegungszustand 
der äusseren Flüssigkeit stetig fortleitet und sich entsprechend 
dem Schwingungszustand periodisch deformieren lässt. 

W^ir wollen nun den Bewegungszustand des Systems für den 
Fall untersuchen, dass noch die Beschränkungen bestehen: 

8) 5 = 0, ^ = 0, f = 0, 7r = 0, x = 0, Q = 0. 



Die ii^izixiyizi sind definiert durch die Gleichungen: 

fdii . dxi . 

^=fL ^=vi 
dt ** dt ^"' 

dii o dzi 

= ^i. -ü- = wi, 



a) 



dt *• dt 

wenn wir zu einer Zeit to die Werte von xi yi zi als gegeben ansehen und 

verlangen : 

to + T to4-T to + T 

b) ii (to) = ~ Jxi dt, ^1 (to) = ^ Jyi dt, 2i(to)=^Jzidt. 

t, to to 
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Wir sagen, dass sich dann der periodisch starre Körper in 
scheinbarer Ruhe befindet. 

Wir haben dann in der Gleichung 19) der Untersuchung über 
das D'Alembert'sche Princip die Beschränkungen 1, 2, 3, 7 und 

!d? =0, dn = 0, 

einzuführen. Wir führen die Beschränkungen 1, 2, 3, 9 durch 
Multiplikatoren ein; die Substitutionen 7 sind solcher Art, dass für; 

alle 6±idf\dii an der Grenze null werden; die Werte 

dx = dy = dz = (im ganzen Raum) 
sind also zu jeder Zeit mit unseren Beschränkungen verträglich, 

falls : 

d^ = dri — dZ = an = dx = dQ = 0, 

und wir können: 



10) 



[/"<" 



rfx 4- V dy + wdz) dT 



Jto 



setzen, womit die Berechtigung der Anwendung der Gleichung 19) 
der Untersuchung über das D'Alembert'sche Princip erwiesen ist. 
Die Gleichung lautet: 

^ 



11) 



Xa (rfz.- rfzi)] do + Xd| + Ydi? + ZdC + D^dn + Dyäx 

+ D^rfJclt = 0, 

wo nach den Gleichungen 17b) bezw. 17a) der Untersuchung über 
das D'Alembert'sche Princip: 



12) 



cJTa= rr«(udu+vdv+wdw) 
a 



l-r(»'«'-»')(*+f-f)l*-/|.(uw+w^dx,d„, 
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13) dTi = r« (udu + vdv + wdw) d^, 

1 

WO ferner a die konstante, in beiden Flüssigkeiten als gleich an- 
genommene Dichtigkeit, 

PaPi^i^B^taXYZDxDyD, 

Multiplikatoren vorstellen, die sich nachträglich durch die 
Gleichungen 1), 2), 3), 8) bestimmen lassen müssen. Schliesslich 
müssen noch für cfxidyidzi die Substitutionen 4) und 7) gemacht 
werden. 

Wir erhalten nun aus der Gleichung 11) mit Hilfe der Sätze 
der Variationsrechnung (bezw. der Sätze IIa) IIb) und der 
Gleichung 10) einzeln die folgenden Gleichungen: 

14) J .^ = _-lfp,_-l-*(u2 + v2 + w'')), 

ye(u2 + v2 + w2)V 
8pi 



dt~~8y'P' 
dw 



« -^rr- = 



dt 



im Aussenraum. 



15) 



du 
dv 

*-dr = - 

dw _ 



öx' 
öpi 

öpi 



im Innenraum. 



16) 



an der Grenze. 



17) 



dt öz' 

^1 — Pa COS (nx) 4- €UUn^ = 0, 
I2 - Pa COS (ny) 4- «VUn^ = 0, 
A3 - Pa COS (nz) +€WUn^ = 0, 

X = J[Ai - Pi COS (nx)] do, D^ = /[(y - ^) (^ ~ Pi ^^^ (^^)) 

- (z - C) (^2 - Pi COS (ny))] do, 

Y = f[h - Pi cos (ny)] do, Dy = /[(z - ?) (^i - Pi cos (nx)) 

- (x - ?) (A3 — Pi cos (nz))] do, 

Z = J [A3 - Pi cos (nz)] do, D^ = ) [ (x - 5) (Ag - pi cos (ny)) 

- (y - ^) (^ - Pi cos (nx))] do. 
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wo n die in das Innere der äusseren Flüssigkeit gerichtete 
Normale der Grenzfläche vorstellt. 

Wir haben die Gleichungen, die der Nullsetzung der Faktoren 
von dtidfidzi entsprechen, nicht hinzugesetzt, weil wir uns für 
diese noch irgend welche Bedingungen: 

18) dÖ>j = 0, j = l, 2, 3, ... 
gegeben denken, die nur die Variationen dxidfidii und zwar so 
enthalten sollen, dass sie für rfxi = dfi = dzi = identisch erfüllt 
werden. Diese Gleichungen 18) hätten wir also durch Multipli- 
katoren einführen müssen, um die Gleichungen zu bilden, die 
der Nullsetzung der Faktoren von rfxidyirfzi entsprechen. Diese 
Gleichungen haben gar keinen Einfluss auf unsere Resultate, sie 
bestimmen nur die Multiplikatoren der Gleichungen 18), durch 
die wir uns den Schwingungszustand der Oberfläche definiert 
denken. Eliminieren wir noch ^^2^ ^^s 16) und 17), so 
erhalten wir: 

^=J[(Pa-Pi)cos(nx)-€UUn]do, D^= \ [(y-^)[(Pa-Pi)cos(nz)-«wuJ 

-(z-C)[(Pa-Pi)cos (ny) -«vuj] do, 

jg I Y = j[(Pa--Pi)cos(ny)~« vu^] do, Dy= ( [(z-^ [(Pa-Pi) cos (nx)-«uUn] 

~(x~ ?)[(pa— Pi)cos(nz)-«wUn]]do, 

Z =/[(Pa -Pi) cos(nz)-6 wu J do, D^ = u(x~?) [(Pa -Pi) cos (ny)-€ vuj 

- (y - ^) [(Pa - Pi) cos (nx) - € uuj] do. 

XYZD^DyD^ sind die manuellen i) Kräfte und Drehungs- 
momente, welche hinzugefügt werden müssen, um den periodisch 
starren Körper in scheinbarer Ruhe zu erhalten; Pa und pi sind 
durch die Gleichungen 14), 15), 3) bis auf eine nur von t ab- 
hängende additive Grösse definiert, die nach 19) für die gesuchten 
Kräfte und Drehungsmomente nicht in Betracht kommt. 

Wir nehmen im Besonderen an, dass die Wirbelkomponenten : 





öw öv 
dy dz 


20) 


du dw 
dz öx 




dy du 

öx dy 


Vgl. Anm. S. 19. 



^ 
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im Aussenraum die Anfangsbedingungen erfüllen: 

f U (to) ] 
21) I t) (t^) > klein von der Ordnung T (im Aussenraum). 

l»(to)J 

Durch eine solche Annahme wird die Anzahl der möglichen 
Schwingungsformen der Oberfläche beschränkt; es folgt nämlich 
aus der Annahme 21), dass die Wirbelkomponenten 20) zu jeder 
Zeit von der Ordnung T klein sind^), und dies liefert eine Be- 
schränkung der Oberflächenschwingung. (Eine Beschränkung von 
der Form 18), die auf unsere Resultate ohne Einfluss ist). 

Es sei hier bemerkt, dass in dem allgemeinen Falle, wo der 
Anfangszustand nicht zugleich ein Zustand der scheinbaren Ruhe 
ist, eine Annahme von der Form 21) unstatthaft ist, da die 
fortschreitende Bewegung periodisch starrer Körper eine Wirbel- 
bewegung der äusseren Flüssigkeit bedingt, deren Wirbelkom- 
ponenten nicht von der Ordnung T klein sind. Wir dürfen daher 
auch hier nicht eine Anfangsbedingung von der Form: 

u (to) = 0, 

ö (^o) = 0, (im Aussenraum) 
to (to) = 0, 

machen, weil ja sonst (s. die Gleichungen a) der Anm.) stets uöto 
im Aussenraum null würden und eine fortschreitende Bewegung 
des periodisch starren Körpers Grenzbedingungen liefert, die im 
allgemeinen mit einer solchen Annahme sich in Widerspruch 
befinden. 



a) 



') Es folgt dies aus den Gleichungen: 

du au . au . 8u ; 



^^ öx öy az ' vgl. Helmholtz Grelle B. 55, 

dt) ^ _dv_ ^ ^ _av_ ^ _^ J)v_ ^ ' Kirchhoff, Mechanik, Vorl. 15, 

dt ax dy dz ' C. Neumann, Beiträge etc. 

dio aw , aw . dw p. 147. 
« + -^ - » + -^r- «J, 



dt ax dy dz 

(die eine Konsequenz der Gleichung 14) sind), unter der Voraussetzung, 
die bei uns immer erfüllt sein wird, dass die Ableitungen von uvw nach 

X y z nicht von der Ordnung 7^ gross sind. 
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In dem von uns betrachteten Falle können wir aber, wie gesagt, 
unter Beschränkung der mögliehen Oberflächenschwingungen, eine 
Anfangsbedingung von der Form 21) machen und unter Ver- 
nachlässigung kleiner Grössen von der Ordnung T^) im Aussen- 
raume: 



22) 



u = 



v = 



w = 



"öx" 
"öz" 



im 
Aussenr^um 



setzen, wo ^ nach 1) der Gleichung: 

23) 1^4-^ + ^ = (im Aussenraum) 
genfigen muss und die Grenzbedingungen erfüllt: 



24) 






= im Unendlichen, 



25) 



"äx 

w 

'dz 



fl, 



V, 



==w, 



an der Oberfläche des 

periodisch starren 

Körpers, 



wo für üvw überdies noch die Bedingung besteht, dass 
sie so gegeben sein müssen, dass eine Funktion y, die den 
Forderungen 23), 24) entspricht, auch die Forderungen 25) 
erfüllen kann. (Das ist die Beschränkung infolge der Anfangs- 
bedingung 21). 

"Wir können jetzt die Gleichungen 19) bedeutend vereinfachen. 
Es ist nämlich: 



*) Wir k öimeii trberdies nach öbd Gleichungen a) (Anm. 1 vorige 
Seite) voraussetzen, dass auch die Ableitungen der vernachlässigten Grössen 
nach t von der Ordnung T klein sind. 



n 



261) 



— 28 — 



V> = ~H~ + Y ^^' "^ ^^ "^ ^')) '^ ^«^^^ 



8t 



Pi = — « 



8^ 



+ y « (ft» + ^S, + ^2), 

+ 2" (0=' + V» + ^')) + fi(t), 



an der Grenze, 



wo fa und fi nur von t abhängen. 
Wir erhalten nunmehr nach 19): 



27) 



X = « U 2 ("^ + ^2 + w^) cos (nx) — uunj do, 
Y = e U- (u2 + v2 + w2) cos (ny) — TUn] do, 



28) 



Z = € U - (u2 + v^ + w2) cos (nz) -- wun) do, 

Bx = « l (y - ^) [2 (U*^ 4- V2 + W«) cos (nz) - WUnl 

— (z — C) 2 (u^ 4- v2 + w2) cos (ny) — vUn do, 

Dy - « jL - [I (u2 + v2 + w2) cos (nx) - uu«] 

— (x — ?) 2 (u^ + v^ + w2) cos (nz) — wUn do, 

Dz = f U (X - ?) r^ (U2 + V2 + w2) cos (ny) - VUn] 

— (y — ^) 2 ^"^ "*" ^^ "^ ^^^ ^^^ ("^^ ~" ^""^ ^^' 

X Y Z Dx Dy Dz sind die manuellen Kräfte und Drehungs- 
momente, die hinzugefügt werden müssen, um bei der Bewegung 
der Flüssigkeit den periodisch starren Körper in scheinbarer Ruhe 
zu erhalten. 

Wir nennen jetzt kurz: 

*) Die erste Gleichung folgt unmittelbar aus 14), die zweite, wenn 
man sich für einen Augenblick die äussere Flüssigkeit durch eine unecht 
kontinuierliche inkompressible Flüssigkeit ersetzt denkt und beachtet, dass 
die Bewegungen stetig an der Grenze in einander übergehen. 

^) Wir lassen jetzt die Zeichen /n weg, weil ja im Falle der schein- 
baren Ruhe: 

u = ü, V = V, w = w. 



" 
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29) 



t + T 
= - ^- jx dt, 



Dx = - Y^D. 



dt, 



t 



t 



t + T 






t + T 

ydt, 



t 



t + T 

= -|jzdt, 



a 



t + T 
= - Y^D, dt, 



t 



die Kräfte und Drehungsmomente, die die Flüssigkeit 
auf den in Ruhe gehaltenen periodisch starren Körper 
ausübt. Um zu zeigen, dass diese Definition auch mit der in 
der Erfahrung gegebenen Definition der Kräfte durch Gewichte 
übereinstimmt, brauchen wir nur darauf hinzuweisen, dass wir 
die Kräfte der Schwere gleichfalls durch Gleichungen von der 
Form 29) definieren, wo XYZDxDyDz wiederum die formale 
Definition von Multiplikatoren haben für Bedingungsgleichungen, 
die die Bewegungen der schweren Körper (pulsierender Teilchen) 
in der von der Erdpulsation bewegten Flüssigkeit vorschreiben.^) 
Wir können nunmehr folgenden Satz aussprechen: 

Auf einen in Buhe gehaltenen periodisch starren Körper, dessen 
Oberfläche Schwingungen von der Form: 



30) 



_t 
T 

t 



^ = S ( ^j« (3^yz) cos j -=r 27r + Uj,(xyz) jin j ^- 27t 



t 
T 

t 



V = S ( ^j» ^^y ^^ ^^* J Y ^^ "^ ^j' (^y ^^ »"1 j -m ^^ 



T 

t 

T 



T 

t 



w = .2j(wj, (xyz) cos j ^ 27r + Wj,(xyz) sin j -^ 27r 



*) Während wir früher in der Theorie der Gravitation die äussere 
Flüssigkeit als eine unecht kontinuierliche aufgefasst haben, so denken wir 
jdtzt immer, dass das Medium, das die Gravitation und die elektrischen 
Schwingungen fortpflanzt, eine echt kontinuierliche (nichtleitende) Flüssig- 
keit ist, wir müssen allerdings noch zeigen, dass auch unter dieser Annahme 
das Gravitationsgesetz zwischen zwei mit gleicher Phase pulsierenden, aber 
im übrigen starren Teilchen besteht. (Diesen Beweis geben wir im Anhang 
^öter 3.) 
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ansffihrt (mit der Besohränkong,^) das« die Bewegung^ der den Körper 
umgebenden unbegrenzten nichtleitenden Flüssigkeit ein Oe- 
schwindigkeitspotential besitzen soll), wird die Flüssigkeit mit 
folgenden Kräften und (auf einen Punkt ($17 C) bezogenen) Drehnngs- 
momenten einwirken: 

t + T 

K = €-^-j C| uun --g- (n2 + v2 + w2) cos(^^^ 



31) 



t-f-T 



Y = «-^j Uvun - ^ (u2 + v2-4-w2) cos (ny) I do dt, 



t + T 



= € ^ I \ wun — (^^ 4- v^ 4- w^) COS (nz) do dt, 



32) 



t 

t-f-T 



l (y-^)(wUn--2-( 



u^+v^-f- 



w^) cos(nz)j 
w^) COS (ny) j 



dodt, 



X rj, 

~(z~C)(vUa-y(u2 + v2-h 
t + T 
Dy = s i fj j^(z - (uun - 1 (n2 + v^ + w«) cos (nx)) 

- (x - ?) (wun - -g (u2 + v2 + w2) cos (nz) n do dt, 
t + T 

D, - s Ijj |^(x - ?) (vun - 1 (u2 + v« + w2) cos (ny)] 

— (y — ^) (^^n — y (u2 + v2 4- w^) cos (nx) j do dt 

Hierbei bedeutet n die in das Innere der äusseren Flüssigkeit 
gerichtete Normale des Oberflächenelementes do, und es ist: 

33) Uß = u cos (nx) ■+- v cos (ny) -hw cos (nz) 
zu setzen. 



*) Es sei bemerkt, dass der Satz auch ohne diese Beschränkung gültig iflt. 
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Wir fügen hinzu: 

Ber Satz ist g^tig fiLr beliebig viele periodisch starre Körper, 
die sich in der nichtleitenden Flüssigkeit in (scheinbarer) Enhe befinden. 

Schliesslich bemerken wir, dass in den Ausdrücken 
für XYZDxDyDz unter den Integralen keine Ableitungen 
von uvw nach t vorkommen; aus diesem Grunde können 
wir jedes Problem so lösen, als ob die Oberfläche des 
periodisch starren Körpers vollständig starr viräre und 
an derselben, wo Un=f=0 ist, periodische Ein- und Aus- 
strömungen stattfänden, da die Fehler, die wir bei 
einer solchen Auffassung machen, in den Ausdrücken 
für XYZDxDyDz nur Fehler hervorrufen können, die 
von der Ordnung T klein sind. 

Bemerkung. Die Formeln 31) 32) lassen sich in gleicher 
Weise beweisen, wenn die innere Flüssigkeit an Stelle der 
Inkompressibilitätsbedingung der Beschränkung unterworfen ist, 
gleichmässige (von der Stelle unabhängige) Pulsationen aus- 
zuführen. (Beweis im Anhang unter 2). 



Zur Elektrostatik. 

In einem einzigen Falle dürfen wir die Kräfte XYZ für ein 
periodisch starres Teilchen nach den Formeln 24) und 23) der 
Untersuchung über die Bewegung starrer Körper in einer unecht 
kontinuierlichen, inkompressibeln Flüssigkeit berechnen, Formeln, 
die wir ja, für den Fall der Existenz eines Geschwindigkeits- 
potentials (fj so schreiben können: 

t + T 



1) 



X = 



Y = 



Z = 




d(f \ [(d(p\2_^/d(p\2_^fd9}? 



dt 



2[\dxJ KdjJ 



dz 




cos (nx) do, 



t-f-T 



Tri'(l4((ST-(iP'-eTl)-<"^)^°. 

t 



t + T 



rß-( 



T 
t 



8jp 

8t 



mhiW'n-ä) 



(d(f^ 



cos (nz) do. 
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Dieser eine Fall ist der, dass das Geschwindigkeitspotential q> 
an der Oberfläche des Teilchens überall konstant ist, der Fall, 
der uns in der Elektrostatik interessiert hat. Um zu zeigen, dass 
in diesem Falle die Formeln 1) mit den Formeln 31) der vorigen 
Untersuchung*) übereinstimmen, hat man zu bedenken, dass nun: 

2) j -~ cos (nx) do = l -^ cos (ny) do = l -^ cos (nz) = 0, 

und an der Oberfläche: 



3) 



u = -^ = --^ cos (nx), 

d(p d(p 

V = - = 77^ cos (ny), 
öy dn ^ ^^ 

dtp d<p 
w = — = —- cos (nz). 
8z 8n ^ ^ 



Un = 



dg) 

cn 



Dann folgt sofort: 

axj 



4) 



i[ 



^+1 

et 2 



mm 



cos (nx) do 






d(f) 

8t 



1 
2 



ex 



J 



j uu„ - 2 (u 

] 



ö (u^ + v^ + w*) cos (nx) 



ey>2 /e5p\2( 



cos (ny) do 



dt 



1 

2 



'8y\2 

ex" 



+ 



8y/ "^\8z/ J_ 



v2 + w2) COS (ny) 



Ido, 

lao. 



= wu„ - 2 (u 



^ (u^ + v^ H- w^) cos (nz) 



1 do. 



Hiermit ist auch die scheinbare Inkonsequenz in den Hypo- 
thesen unserer Elektrostatik beseitigt. Wir können nunmehr die 
dort zu gründe gelegten Hypothesen in unserer jetzigen An- 
schauungsweise in folgende Definition des elektrischen Teilchens 
übersetzen : 

Befindet sich in einer unbegrenzten, nichtleitenden 
Flüssigkeit ein leitendes Teilchen, dessen Oberflächen- 
schwingung durch die Gleichungen definiert sei: 



^) Über die Gültigkeit der Formeln 31) für den hier angenommenen 
Fall der elektrischen Pulsationen s. die Bemerkung (vorige Seite) und den 
Beweis im Anhang unter 2). 
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t 



u = Un COS (nx), 
«) ^ V = Un COS (ny), Un = x (xyz) cos ~ 27r, 
w = Un cos (nz), 

wobei X der Beschränkung unterliege, dass die äussere 
Flüssigkeitsbewegung ein Geschwindigkeitspotential be- 
sitzen soll, so nennen wir das Teilchen ein elektrisches 
Teilchen von der Ladung: 



«') e 



~ 2 r27rj 



xdo, 



wo das Integral über alle Elemente do der Oberfläche 
auszudehnen ist und s die Dichtigkeit der Flüssigkeit 
vorstellt. *) 

Da wir gezeigt haben, dass die in unserer Theorie der 

fi'ektrostatik benützten Formeln 1) sich als übereinstimmend mit 

böseren jetzigen Anschauungen (für diesen einen Fall) erwiesen 

^^en, so können wir alle Konsequenzen der Theorie ebenfalls 

^'s erwiesen betrachten, im besonderen das Hauptresultat: 

Ein elektrisches Teilchen von der Ladung e übt auf 
ein zweites elektrisches Teilchen von der Ladung e' in 
einer unbegrenzten, nichtleitenden Flüssigkeit eine Kraft 
aus, deren Komponenten XYZ sich durch die folgenden 
Formeln ausdrücken: 



« ) 



ee' 



f X = -jj- cos (?x), 



ee; 

/»2 



COS (gy). 



ee 
Z = -ö- cos (ßz). 



wo Q die Centraldistanz der beiden (kugelförmig gedachten) 
Teilchen darstellt, positiv gerechnet in der Richtung 
e — >-e'. Vorausgesetzt wird dabei, dass die Central- 
distanz der beiden Teilchen sehr gross ist im Verhältnis 
zu ihren Radien. 



Vgl. die Theorie der Elektrostatik S. 38—39, im Besonderen über 
<^ie Wahl des Anfangspunktes der Zeit; über das Eingehen der Dichtig- 
keit « vgl. ibid. S. 47 die Bemerkung 2. 

3 
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Theorie der magnetischen Teilchen. (§ 4.) 

Wir denken uns eine leitende Kugel von dem Radius 
R in einer unbegrenzten, nichtleitenden Flüssigkeit und 
definieren die Schwingungen der Oberfläche durch folgende 
Gleichungen : 

u = — k [cos(»'x) — cos(nx) cos(nv)] sin 7^ 2t€ + Un cos(nx), 

t 
V = — k [cos(vy) — cos(ny) cos(ni^)] sin 7^ 27r 4- Un cos(ny), 

w — — k \_cos{pz) - cos(nz) cos(nv)] sin >p 2n -f- u^ cos (nz), 

wo k eine positive Konstante, v eine bestimmte Rich- 
tung vorstellen soll, ferner durch die Beschränkung, dass 
die äussere Flüssigkeitsbewegung ein Gesch\yindigkeits- 
potential besitzen soll, und endlich durch die Bedingung: 



ß 



') (undo = 0. 



Wir nennen dann das Teilchen ein magnetischen Teilchen 
von dem Moment: 

ß") m = V4^«k.R3 

und der magnetischen Axe v,^) 

Die Hauptresultate, zu denen wir gelangen werden, sind 
folgende: 



') Indem wir unter Beibehaltung desselben' Anfangspunktes der Zeit 
den durch magnetische Teilchen hervorgerufenen Schwingungen eine Phasen- 

differenz von ^ gegen die in der Elektrostatik auftretenden Schwingungen 

geben, erreichen wir, dass elektrische und magnetische ruhende Teilchen 
keine Wirkung lauf einander ausüben können; in einer nichtleitenden Flüssig- 
keit, in der sich gleichzeitig ruhende elektrische und magnetische Teilchen 
befinden, werden die Geschwindigkeiten von der Form sein: 

u = Ui cos rp2n -{-Ui sin 2n, analog v und w, 

zu denen in der Theorie der bewegten Leiter noch ein der rein fort- 
schreitenden Bewegung entsprechendes Glied Uq hinzutreten wird. Es sei 
hier zum ersten Male darauf hingewiesen, dass u, U2 . . . . bei uns die Rollen 
spielen, wie bei Maxwell die elektrischen und magnetischen Verschiebungen. 
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Die Bewegung, die in einer unbegrenzten, nichtleitenden 
Flüssigkeit durch ein magnetisches Teilchen von dem- 
Moment m und der Axe p hervorgerufen wird, besitzt 
das Geschwindigkeitspotential: 

cos (rv) 



n 9-- 



m 



\4n€ 



wo r die Entfernung des Punktes (xyz), auf den sich (p 
bezieht, vom Centrum des magnetischen Teilchens vorstellt, 
positiv in der Richtung von diesem Centrum — >-(xyz). 
Ein magnetisches Teilchen von dem Moment m und 
der Axe v übt auf ein zweites magnetisches Teilchen 
von dem Moment m' und der Axe p' in einer unbegrenzten, 
nichtleitenden Flüssigkeit eine Kraft aus, deren Kom- 
ponenten sich durch folgende Formeln bestimmen: 



,JIV) 



X = 



Y = 



Z = 



1 
2 

2 

1 
2 



mm —= 



8^ rcos(ßx) 



[cos (ex)] 



mm -zzz-= 



dvdv L ^ 
ö^ rcos(^y) 



rcos(^y)] 



mm -^ 



dp dv L ?' 
d^ rcos(^z) 



d^ rcos(^z)l 



Hier bezeichnet q die Centraldistanz der beiden Teilchen, 
positiv gerechnet in der Richtung (abc) — ^(a'b'c'), 
wenn abc die Koordinaten des Centrums des Teilchens m, 
a'b'c' die des Centrums des Teilchens m' vorstellen, und 

die Zeichen: ^^ - 

d , d 
-^ und —=j 
dv dp 

bezeichnen die Operationen: 



n 






8c 

8 



cos (pz), 



^ = ^ cos (^'x) + ^ cos (p'Y) + g^ cos (P'Z). 



Vorausgesetzt wird dabei, dass die Radien der Teilchen 
klein sind gegen ihre Centraldistanz. 
Wir schliessen hieran in § 4 eine ähnliche Untersuchung 
über Aggregate magnetischer Teilchen, wie wir sie in der Elektro- 

3* 
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Statik für Aggregate elektrischer Teilchen gemacht haben, im 
besonderen die Untersuchung magnetischer Schalen, um auch 
hier die Analogie der Wirkung solcher Schalen mit der Wirkung^ 
elektrischer Stromringe, als deren Führungskurven die Rand- 
kurven jener Schalen gedacht werden, zum Ausdruck zu 
bringen. 

Theorie der elektrisohen Ströme. (§ 5.) 

Wir denken uns einen Ring mit kreisförmigem kon- 
stantem Querschnitt,^) dessen Radius R immer gegen 
jeden Krümmungsradius der Führungskurve klein ist, 
in einer unbegrenzten, nichtleitenden Flüssigkeit und 
nehmen an, dass die Schwingungen seiner Oberfläche 
durch folgende Gleichungen definiert sind: 



r) 



u = k COS ((Tx) sin jp 27r + Un cos (nx), 
V = k cos ((Ty) sin ^p 27r h- Un cos (ny), 
w = k cos (cz) sin »^ 27r + Un cos (nz). 



wo k eine positive Konstante, a die tangentielle Richtung^ 
senkrecht zur Führungskurve darstellt (positiv gerechnet iß 
der umgekehrten Richtung des Uhrzeigers, wenn von der 

Fig. 1. 




durch die einmal markierte Umlaufsrichtung s der 
Führungskurve definierten positiven Seite der Führungs- 
kurve s gesehen). Zur Vervollständigung der Definition 
der Oberflächenschwingüng tritt zu den Gleichungen ;') 



*) In betreff der Definitionen im einzelnen verweisen wir auf § 5. 



F 
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die Beschränkung, dass ein Geschwindigkeitspotential der 
äusseren Flüssigkeitsbewegung bestehen soll, und die Be- 
dingung: 

streng genommen klein von derselben 
Ordnung, wie R gegen den Krümmungs- 
radius, 



/)j^J«ndcr = 0, 



für jede Stelle s, wobei das Integral über den Rand des 
Querschnittes an der Stelle s zu erstrecken ist. 

Wir nennen dann den Ring einen elektrischen Strom 
von der Intensität: 

/') J = kRV^ 

und der Führungskurve s. 

Die Hauptresultate, zu denen wir gelangen werden, sind 
folgende : 

Die Bewegung, die durch einen Strom von der In- 
tensität J und der Führungskurve s in einer nichtleitenden 
Flüssigkeit hervorgerufen wird, ist eine solche, dass die 
Geschwindigkeitskomponenten jedes Teilchens (xyz) der 
Flüssigkeit die Werte haben: 



r ) 



u 



J sin^ 27r-. . . , 

T fcos (sy) cos (rz) — cos (sz) cos (ry) 



V47r€ J 



.2 



ds. 



J sin ^ 27r 



v = 



w = 



T fcos (sz) cos (rx) — cos (sx) cos (rz) , 

T C1T1 ciTZ 

T Tcos (sx) cos (ry) — cos (sy) cos (rx) , 



Hier bezeichnet ds ein Linienelement der Führungs- 
kurve s mit den flichtungscosinussen cos (sx), cos (sy), 
cos (sz), r die Entfernung: 

ds — >-(xyz), 

und das Integral ist über alle Elemente ds der Führungs- 
kurve zu erstrecken. 
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Vorausgesetzt wird dabei, dass alle Entfernungen r 
gross sind gegen den Radius des Ringquerschnittes. ^) 

Ein elektrischer Strom von der Intensität J und der 
Führungskurve s wird in einer unbegrenzten nichtleitenden 
Flüssigkeit auf einen zweiten elektrischen Strom von der 
Intensität J' und der Führungskurve s' so einwirken, als 
ob jedes Element ds der als starr gedachten Kurve s auf 
jedes Element ds' der als starr gedachten Kurve s' die 
Kräfte ausübte: 



^) Ich will hier sogleich einen Einwand berücksichtigen, der sehr 
nahe liegt: Das Geschwindigkeitspotential der Bewegung y'") ist ein sog. 
körperlicher Winkel und besitzt als solcher eine Periode O, die sich, da 

-^ bei unseren Anschauungen nicht null ist, auch auf den Druck pa der 

Flüssigkeit überträgt; man wird einwenden, dass der Druck pa eine solche 
Periode nicht haben darf. Hierauf ist nun zu entgegnen, dass bei der 
Abstraktion der vollkommenen Inkompressibiiität der Druck p gar keine 
reale Bedeutung hat, nicht mehr als das Geschwindigkeitspotential ^, sondern 
nur seine örtlichen Differenzen; anders bei kompressiblen Flüssigkeiten, 
wenn zwischen Druck und Dichtigkeit eine Relation bestehen soll. 

Fassen wir nun die inkompressible Flüssigkeit als den Grenzfall einer 
koippressibeln auf, so können wir auch die. Oberflftchenschwingung y) als 
den Grenzfall einer spiralförmigen Schwingung ansehen, wenn wir das 

Fig. 2. 




Verhältnis der Verschiebung in der Richtung s und der Drehung unendlich 
abnehmen lassen. Dies wird in der That die Auffassung sein, die den 
späteren Teilen der Theorie entsprechen wird, und es wird auch, solange der 
Grenzübergang nicht gemacht wird, die Periodicität von p in Wegfall kommen. 
Die angeführte Schwierigkeit würde nicht auftreten, wenn die Rotation 
der Oberflächenteilchen nicht vibratorisch , sondern eine fortschreitende 
wäre, eine derartige Annahme würde sich aber mit unserer ganzen Auf- 
fassung der Leiter nicht in Einklang bringen lassen, im besonderen würden 
wir für die Wechselwirkung zwischen magnetischen Teilchen und elektrischen 
Strömen nicht die Erfahrungsgesetze erhalten. 



— 39 — 



V J • J' , , , cos (sx) cos (r„'S') — cos (FssX) cos (ss') 
Aasd«* — — Q— as ds — 1 

^m Jv _ J • J^ ^. Ar.' CQS (sy) cos (r«>s^) - cos ( r^ y) cos (ssQ 

MT 

»7 J • J' j j / COS (sz) cos (Fgg's') — COS (rgg'Z) cos (ss') 

^d8d«' =="2"^^ "-^ ^^ '. ; 

hier bezeichnet r^^ die Entfernung: 

ds — V ds', 

und es wird angenommen, dass jedes rgg» gross ist gegen 
die Querschnittsradien der beiden Ringe. 
In § 6 geben wir dann kurz die Theorie der Solenoide und 
Magnete, deren Ableitung aus dem Punktgesetz y^^) sich mit den 
früheren Theorieen in vollständiger Übereinstimmung befindet. 

Wir kommen ebenfalls zu dem der Ampere'schen Theorie 
des Magnetismus zu gründe liegenden Resultat,*) dass ein Molekular- 
strom und ein magnetisches Teilchen in ihren Wirkungen äqui- 
valent sind. 



Wenn man nun etwas weiter blickt, wird man sich fragen, 
wie ein elektrischer Strom, dessen Entstehungsart in der Er- 
fahrung ja hauptsächlich die Ausgleichung entgegengesetzter 
Elektricitäten, also bei uns entgegengesetzt pulsierender leitender 
Teilchen ist, in der umgebenden Flüssigkeit Bewegungen hervor- 
rufen kann, die der Annahme von Wirbelschwingungen in dem 

TT 

Stromringe entsprechen, deren Phase überdies um -^ von der 

Schwingungsphase der elektrischen Pulsationen abweichen soll. 

Diese Frage, die mit der Frage nach der Entstehung der 

inducierten Ströme im engen Zusammenhang steht, wird uns in 



Es sei heryorgehoben, dass diese Äquivalenz nicht willkürlich durch 
die Wahl der Definitionen hervorgebracht werden konnte, sie ist in der 
That ein Resultat; die Definitionen konnten so gewählt werden, dass die 
Äquivalenz in Bezug auf die hervorgebrachte Flüssigkeitsbewegung 
stattfindet, dass diese Äquivalenz sich auch auf die Wechselwirkung 
magnetischer Teilchen und elektrischer Molekularströme überträgt, ist erst 
ein Resultat der Theorie, nicht eine selbstverständliche Folge der Äquivalenz 
in Bezug auf die hervorgebrachte Flüssigkeitsbewegung. 
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den späteren Abschnitten der Theorie zwingen, uns über die 
Konstitution der leitenden Körper eine etwas kompliciertere 
Anschauung zu machen, als sie hier in den relativ einfachen Voraus- 
setzungen des periodisch starren Körpers gemacht worden ist. 

Für die Zwecke dieses Abschnittes der Theorie waren diese 
Voraussetzungen ausreichend, und wir folgen in der Darlegung 
unserer Theorie ihrem Entwickelungsgange , indem wir kompli- 
ciertere Voraussetzungen erst hinzufügen, sobald wir ohne die- 
selben die Erscheinungen, deren Erklärung wir versuchen, nicht 
mehr aus den alten Voraussetzungen herleiten können. 

Sobald die Theorie einen völligen Abschluss erlangt hat, soll 
auch ein systematischer Aufbau des Ganzen angestrebt, werden. 



§2. 

über die Wirkungen oscillierender starrer 

Kugeln in einer inkompressibeln, wirbeliosen, 

nneeht kontinuierlichen Flüssigkeit. 

Definition der Oscillationsbewegung. 

Führt das Centrum einer starren Kugel eine solche Be- 
wegung aus, dass sein Ort (?^C) zur Zeit t durch die folgenden 
Gleichungen bestimmt ist: 

? = a -h of cos (vx) cos 7p- 27r, 



«) 



17 = b 4- a cos (vy) cos 7p 27r, a > 0, 



t 



J = c 4- a cos(i^z) cos -jp 2n, 

wo abcof Konstanten, v eine bestimmte Richtung vorstellt, so 
nennen wir die Bewegung der Kugel eine oscillierende. 

abc heissen schlechthin die Koordinaten des Centrums, 

a die Amplitude 

V die Richtung 

T die Schwingungsdauer 



a 



k = 27r7=- die Geschwindigkeit 



der Oscillation. 



Wir werden in allem Folgenden die Amplituden a klein 
gegen die Radien R der oscillierenden Kugeln ansehen und T 
^s eine sehr kleine Zeitdauer auffassen. 

Wirkung einer oscillierenden Kugel auf eine unbegrenzte, inkom- 
pressible, wirbellose, unecht kontinuierliche Flüssigkeit 

uvw seien die Geschwindigkeitskomponenten eines Teilchens 
(xyz) der Flüssigkeit, dann ist in dem von der Flüssigkeit 
erfüllten Räume: 



^ 
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ß) 



u = 



v = 



w = 



0z 



wo für (p die folgenden Bedingungen bestehen: 

in dem ganzen von der Flüssigkeit erfüllten Räume, 

y')'^^q ita Uftendlichen, 
^ ön 

;^") Jl = _ t COS (n»') sin ^p 27r an der Kugelfläche, 

wo n die nach . dem Innern der Flüssigkeit gerichtete Normale, 
V die Richtung, k die Geschwindigkeit der Oscillation vorstellen- 

Fig. 3. 




Mit Hilfe der Methoden der Potentialtheorie ergiebt sich: 

ä) 9^ = 2 ~r2~ ^^^ ^^^^ ^^^ f ^^' 

wo r die Entfernung des Punktes (xyz), auf den sich (p bezieht 

vom Centrum der oscillierenden Kugel bezeichnet, positiv in der 

Richtung 

Centrum -■ — ^ (xyz). 

I) Die Bewegung, die in einer inkompressibeln, 
unbegrenzten, wirbellosen, unecht kontinuierlichen 
Flüssigkeit durch eine oscillierende Kugel (Rki'^) her- 
vorgerufen wird, besitzt das Geschwindigkeitspotential: 

_ I 

*) Wir deuten so an, dass R der Radius der Kugel, v die Richtung, 
k die Geschwindigkeit der Oscillation sei. 
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1) y = 2 1^ ^^^ ^^^^ ^^" T ^^' 
wo r die Entfernung des Punktes (xyz), auf den sich q> 
bezieht, vom Centrura der oselllierenden Kugel vor- 
stellt, positiv in der Richtung: 

Centruni — >• (xyz). 

Wirkung zweier oscillierender Kugeln auf die umgebende Flüssigkciit 

Wir nehmen * nun in der Flüssigkeit 2 oscilliereilde Kugel^ 
(Rky) und (R'k'p") an, die Koordinaten des Gentrums der ersteren 
seien zur Zeit t: §^C, die des Gentrums der zweiten J'^T. 

Das Geschwindigkeitspötential (p hat dann folgende Be- 
dingungen zu erfüllen: 

a) ^9 = , 

in dem ganzen : Von der Flüssigkeit erfüllten Räume , ferher die 
Grenzbedingungen: 

«') -~ = 0, im Unendlichen, 
^ ön ' ' 

a") — ^ = — k cos (nv) sin ttt Ztt, an der Kugelfläche (R), 



«'") 



du 

d(p 



t 



= — k' cos (nv') sin t^ 27r, an der Kugelfläche (R'). 



Das gesuchte Potential lässt sich mit Hilfe einer kombina- 
torischen Methode als Summe zweier unendlicher Reihen darstellen : 
Man berechne successive die Potentialfunctionen: 
des Aussenraumes der Kugel (R): 



ß) 



(Pi so dass 



9)9 so dass 



^»1 

dn 



t 



dn 



(R) 



(R) 



= — k COS (nv) sin 7p- 27r, 



ön 



(R) 



, (r = 2, 3... 



des Aussenraumes der Kugel (R'): 



n 



g)'i so dass 



(p'a so dass 
dann stellt die Reihe: 



ön 

^(pa 

dn 



CR') 



CR') 



= — k' COS (nv') sin -^ 2n, 



dn 



(R*) 



00 



1 
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die von uns gesuchte Potential funktion dar, und zwar nehmen 
die Glieder der beiden Reihen: 

2^. und 2yi 
rascher ab, als die resp. geometrischen Reihen: 

4R \'-i , VI. / 4R' \«-i 



1 \e- ^ 



und 2^ i r> 

1 Vp-R 



wo p die Gentraldistanz der beiden Kugeln vorstellt^) 

Wir nehmen nun q so gross gegen R und R' an, dass wir 

für die Geschwindigkeiten Grössen von der Form: 

n f(kRMc'R'»,?)F ^ ^, 

vernachlässigen können, sobald F in Bezug auf — - und — von 

zweiter Ordnung klein ist. 

Es wird sich zeigen, dass bei dieser Voraussetzung schon 

9)5 und 9)3 zu vernachlässigen sind, so dass wir: 

setzen können. 

q>i und (p2 sind die Potentiale der oscillierenden Kugeln, jede 

für sich allein genommen, somit nach I): 

1 kR^ t 

9)1 = + y -pg- cos (rv) sin ^ 2n, 

9)1 = + y ^75- cos (r »» )sm Y 27r, 
Fig. 4. 



ä) 




wo r und r' resp. die Entfernungen: 

i^vO — ^ (xyz) 

itv'n —>■ (xyz) 
vorstellen. 



^) Es folgt dies aus einem allgemeinen Satze, den ich in meiner 
Inaugural-Dissertation : Über die Anwendbarkeit kombinatorischer Methoden 
zur Reduktion von Problemen der Hydrodynamik, Elektrodynamik und der 
magnetischen Induktion (G. Bernstein, Berlin 1890) pag. 27 abgeleitet habe. 
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^2 ist nach den Formeln ß') die Potentialfunklion des Aussen- 
raumes der Kugel (R'), für die: 



wo: 



0^2 



3 



ön 



(RO 



öyi 



d r 1 kR3 cos (rn) 



ÖJ' 



dn |(R') 
== — - cos (vx) + ^T- cos (vy) 



r 1 RK« cos (rn ) i . t ^ 
[t Fi JcHo"°T 2-' 



COS (vz). ^) 



dp öa -"'^ -' ■ ob ' ^ "' ' öc 

Man erhält bei unseren Vernachlässigungen 2) mit Hilfe der 
Methoden der Potentialtheorie: 



f , ö ( 1 kR3R'3 , 

r/)„ = _ ; cos (r q) 



analog: C) 



^2 



81/ 1 



<P2 = -=; 



4- 



4 Q^T 

lkR3R'V3 
'^"3 Qh 
1 kR3R'3 



R'V3 2,,, r 
73-^2 cos2 (r ?) - 2 



sin ^ 27r, 



.2n3 



COS {tq) 



4 ^''r 

1 kR'SRö /3 

br COS 



3 eh^ \2 



^Mre)-i) 



^ sm Y 2^, 



Es ist nach d): 
^^ 8n an [axU r 



cos (rx) + g^- (^y -^ ) cos (py) 



nnn ist aber: 



8z 



(y -^J cos (yz) sin -^ 2», 



b) 



somit nach a): 
89)1 



8x 

_8_ 

8y 

_8_ 
8z 



'n_ __8_/_l_\_ 8_/_l_N 

. r ; 81 V r y 8a V r / 

(t J = " "8^ (t j = "" äF It> 

Vr/ 8cUy 8c Vr/ 



. 89>i 8 r 8 /l kR»\l . t « 8/1 kR»cos(rn)\ . t ^ 

abc, a'b'c' nennen wir kurz die Coordinaten der Centren, und es ist nach 

der Definition der Oscillationsbewegung : 

Tk t Tk' t 

I = a 4- -0— cos (vx) cos ■=^ 2?!, |' = a' H- -5^ cos (»'x) cos -^ 2^, 



d) 



Tk t 

,; = b + -g— cos (»'y) cos Y 271, 

Tk t 

C = c 4- 2^ cos (i'z) cos Y 271, 



Tk' t 

>7' = b' + -g^ cos (v'y) cos Y 271, 

Tk' t 

C = c' + -7: — cos (y'z) cos 7^ 271. 
271 ' T 



*) (]P3^2 sind offenbar Reihen, die nach Kugelfunktionen fortschreiten; 
nm zu entscheiden, wo wir dieselben abzubrechen haben, müssen wir uns 
die Ableitungen nach x, y, z gebildet denken, in den Ableitungen von qpl:R'=r', 
in denen von <]r2:R = r setzen und dann das Kriterium ß'") der Vernach- 
lässigung anwenden. 
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n 



wo: 



n) 



^ = |, cos (v'x) + A cos (v'y) + 1. cos (v'z) 



2) 



und Q in der Richtung: 

Centrum (R) — v Centrum (R') 
positiv zu nehmen ist. 

Es ist nun aus den Formeln C) sofort zu erkennen, dass 

<p^(f% für unsere Resultate nicht mehr in Betracht kommen 

können. 

II) Die Bewegung, die in einer unbegrenzten, in- 
kompressibeln, wirbellosen, unecht kontinuierlichen 
Flüssigkeit durch 2 oscillierende Kugeln (Rkr) und (R'kV) 

abc a'bV 

hervorgerufen wird, besitzt das Geschwindigkeits- 
potential: 

IkRs lkR»R'8 ,,, lkR3R'5/3 „, , , 1\| . t 

12 r 



8 
cp= — 

8v 



4 y r"^ cos (r» + 3 —^,^ ( 2 cos^ (r» - -^ j j sin ^ 



271 



8 



Ik'R'ä lk'RäR'3 , , lk'R'8RV3 „ , IM • t„ 



WO r und r' die resp. Abstände des Flüssigkeitsteilchens 
(xyz) von den Centren der Kugeln (R) und (R'), q den 
Centralabstand der beiden Kugeln vorstellt, 
r positiv in der Richtung Centrum (R) — >■ (xyz), 

(R') ^ (xyz), 
(R) —V Centrum (R'); 

ferner haben die Operationen —^ und -^; die folgende 

dv dv' 

Bedeutung: 

r ^ öa ^^^^^'^^ +-öb c^s(^y) + g^ cos(i/z). 



r' 



71 



71 
77 



77 
77 



77 
77 



77 
77 



2') 



dv 

o o o ft 

87 = -ga< cos {y\) + ^^ cos (^'y) + g,, cos (.'z), 



und es ist vorausgesetzt, dass q gegen R und R' so 
gross ist, dass wir für die Geschwindigkeiten der 
Flüssigkeit Grössen von der Form: 

f(kR3, k'R'3, ^)F 
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vernachlässigen können, sobald F in Be^üg auf, 7 
und — von zweiter Ordnung klein ist. 



R 



Wechselwirkung zweier oseiüierender Kugeln, die sich gleichzeitig in 

der Flüssigkeit befinden. 

Die Aufgabe, die wir uns hier stellen, besteht darin, ^die 
Resultanten der Druckkräfte zu berechnen, welche die Flüssigkeit 
bei ihrer durch das Geschwindigkeitspotential (p gekennzeichneten 
Bewegung auf die Kugeln (R) und (R') ausübt. 

Wir betrachten die auf die Kugel (R') ausgeübten Drucke 
und sehen zunächst, dass bei Betraclitung der Flüssigkeits- 
bewegung in der Nähe der Kugel (R') das fünfte und sechste 
Glied von (f in 2) im Bereich unserer Vernachlässigungen liegen, 
dass wir also : 



«) 



9> 



_ 8 fl kRä l kR»R'8 



evl2 
lkR3R'5/3 



4 q^v'-^ 



3 qH'' 



cos(r'^) 

\\\ . t 



^ cos2(r'e) - 2 Jj sin ^ 2n- + -^ 



Ö. /IkR'S' 



2 r' 



sinfp2?r 



setzen können. Der Druck p an einer Stelle (xyz) drückt sich 
durch folgende Formel aus: 



ß) P = -« 



ß-P + l 

1 8t ^ 2 



\8x; 



8y' 

8y 



+ 



dz! 



\ 



WO s die Dichtigkeit der Flüssigkeit vorstellt; wir haben, um den 
Druck an der Oberfläche (R') zu berechnen, den Wert a) von 
y in ß) einzusetzen und zu berücksichtigen, dass wir es mit 

Punkten (xyz) der Kugelfläche (R') zu thun haben. 

1 r' 

Entwickeln wir in a) den Ausdruck - nach Potenzen von—: 

r Q 



11 r' ,,, r'2/^ 2/^x 1\ 



+ 



so erhalten wir: 



=t 



'>-ri|i 



kRs _1 kR«R; /R'2 
4' o2 



2r'\ 

-^, 1 cos {v'q) 



+ 



lkRSR'V2R'3 3r'2\/3 



.3 



\ 



'3 



3r'2\/3 ,,,, l\i 



_8^/lk'R'»^ 
8v'\2"r'" 



sins727r. 
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Wir führen, bevor wir zur Ausrechnung übergehen, folgende 
Abkürzungen ein: Wir setzen: 



^) 



9 = fsin^27r, 

f— f -Uf . ^^8 . ^^4 



wo: 



«) 



'i = ö — :;2— cos {qv), 



f, = ^ 



2 Q' 

1 k'R'« 



'2 



.'2 



COS (rV), 



f,=-;- 



1 kR»R' / R 



^8 



/ R'2 2r' \ , , - 
[-j')r + ^ cos (tq), 



f* = 



1 kR»R'» / 2R'8 3t'»\/5 
6 p« l r'» 



R^ j (2 ^'^^ ^' ^^ - 2 ,)' 



und setzen allgemein für 2 Funktionen 0, (/^: 

'^ ^ ' ' dx 8x 8y 8y 8z 8z 

Wir beginnen mit der Berechnung des Ausdrucks ^. Es ist 

öt 



d9 2n . t „ 8f . t „ 
-^=^fcos^2;» + -g-s.n^2;r, 



nun ist: 



somit: 



8f 
8t 



f = f(xyz5^?r?'0, 



/ . 8f ,, 8f\ . t „ 



, 89» 27r- t „ 
Andererseits ist: 



8f 



t 



k^+k'^)sin2^27r. 



®) 



(.,.,4(f.,«.t.|)-(|.|)-K'>.|) 



8f, 



8f, 



+ 2 f^,^ +2^ 



dp 



dp 



.|)]-T 



27r. 
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*) 



Es ergeben sich nun aus «) folgende Formeln: 

<f f\= ®'°®'' Srraden Funktion in Bezug auf cos (r'x), 
li2, I2; - cos(r'y), cos(r'z), 

Sfg 8f^\ ^ einer graden Funktion in Bezug auf cos (r'x), 
dv' dv/~ cos(r'y), cos(r'z), 
Öf, Öf^ 



' -^y^'^ 



( f ^\ _ ®''^®'' ?i*ä^®n Funktion in Bezug auf cos (r'x), 
\ ^' öv/ cos(r'y), cos(r'z), 

fg, -^jsin2-=-27r, 

^wo 6 eine grade Funktion in Bezug auf cos (r'x), cos(r'y), 
cos(r'z) ist; bemerken wir noch, dass i^ von Jiyf, also auch von 
abc unabhängig ist, so folgt: 

X) (y, y) = G 4- 2 ^ (f2, f^) sin2 A 27r. 
Nun ist: 



X) 



^a 



* = -^ — 73- (cos (f'x) — 3 cos (r'x) cos (r'v')), 

1 k'R'^/ 
= y ^>3- (cos (v'y) - 3 cos(r'y) cos (r'v')), 

Öz = Y-p8-(*^°s('''2) ~ ^ cos(r'z) cos(r'i'')), 



8x 

8^ 

8f2 



df^ kR8R'2fl/2R'3 3r'\ , , ,, , , ,,, , , ,v 



- (pr - ^) (2 cos2(r'e) - 2) cos (r'x)| , 

U. kR»R'''fl/2R'8 3r'\ , , ., , . .,. , , ,. 

= — j— {2 (-pr + -R'-2 j cos (r ?) (cos (?y) - cos(r'^) cos(r'y)) 



8y 



r'4 R'2J 1^2 •^^^ 



(r'ß)-l]cos(r'y)}, 

ef. kR8R'2fli/2R'» 3r'\ , , ., , . ,,. . , .. 

-^ = ^8 y {-^r + R^ j cos (r q) (cos (^z) - cos(r q) cos (r'z)) 

(r'?)-2)cos(r'z)j. 



R's 

i.'4 



R'^)(l^°^' 



^) Wir setzen null an Stelle von Grössen, die in dem Bereich unserer 
Vernachlässigungen liegen. 

4 
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An der Kugelfläche (R') wird: 

r' = R', 
die Richtung r' geht in die der Normalen n über, und es wird: 

g^ = Y -^8 - cos (liQ) (cos {qx) 

— cos (nx) cos (ng)), 

g^ = y -^ cos (n^) (cos (qj) 



f^) 



^2 



öx 2 ^ ^ ^ 

— 3cos(nx) cos(nv')), 

— = -2-(cos(vy) 

— 3 cos (ny) cos (n /)), 

öfo k / / / V 
9f = -2-(cos(vz) 

— 3 COS (nz) cos(ni'')), 

Somit wird: 

5kk' R»R' 



— cos(ny)cos(n^)), 

^f^ 5kR»R' , ,, , , 
-^ = -^ -^3 - cos(nß) (cos(ez) 

— cos (nz) cos (n^)). 



öz 2 q' 



»') (f2» U) = ^ ^^ cos (uq) \ cos (gv') - cos (nv') cos (ne) } , 



und: 



0) 



, — , _ 5kk' 8 TRSR' , ,, , , 
(9), y) = G + -2-g^ —^ <=os (n?){cos (ev 



) 



— cos (ni^') cos ( 



n^) } sin2 ^ 27r, 



wo G eine gerade Funktion in Bezug auf cos (nx), cos (ny), 
cos (nz) darstellt. 

Wir wollen jetzt aus iy) den Wert von ^ bilden. 

Es ist für ein und denselben Punkt der Kugelfläche (R') 
zur Zeit t: 



n) 



f=fo+^k'cosi2nr 



8f 



8x 



cos(j''x)+ 



8f 



8y 



cos (y'y) + 







8z 



cos( 



/z)} 



+ ^C0si2n: 



k 



8f 

^i +k' 



— \ 



% 



) 



') Der horizontale Strich über der Funktion soll andeuten, dass wir 
es mit ihrem Wert an einer Stelle (xjz) der Kugeliläche (R') zu thun haben. 
«) Es ist: 
t 



^)^=^«+Jdt^*'dt=8t--Läi 

to 



cos (»'x) -h — cos [y'j) + — cos (»''z)J k' sin = 2», 
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wo der Index andeuten soll, dass wir den Wert der betreffenden 
Function zu einer Zeit to nehmen sollen, für welche: 

cos^27r = 0. 

Wir können diesen Index bei Vernachlässigung höherer 

Tk Tk' 

Potenzen der Amplituden : ^ und ^— rechts bei allen Gliedern 

ausser dem ersten fortlassen. Dann ist nach ^): 

-öT=T-^oCOST2-+(k-= + k— ) 



1 



Öf , , Öf \ ^ t ^ 
+ k' — j cos 2-^ 2n 



Nun ist: 



j. I o/» op o|? \ 

k' cos2 — 27r I — cos (v'x) + — cos (v'j) + — cos (v'z) |. 



öfs . K 



f=fj + f2-Hi;?+^ 

dr dv 

■-r- cos (vx) + — ^ cos (j' y) + :r^ cos (i^ z) = 0, 
9x 8y ^ '' dz ^ ^ 



<f) 



0^ 
8x 



»f. 



8f< 



cos (v'x) + — ^ cos (v'y) + — ^ cos (/z) = 



dl 



8 



8y 



dz 



dl 



8x 
8f, 



cos (v'x) + — ä-cos (v'y) + -r^cos (p'z) = 



8_y 

8f, 



8z 

8f. 



einer graden Funk- 
tion in Bezug auf 
cos (nx), cos (ny), 
cos (nz). 



„ cos (v'x) + ^ cos (v'y) + ^ cos (v'z) 
dx 8y ^ "" 8z ^ ' 



5k RW 
2 e» 



cos(n^) (cos (gv') — cos (nv') cos n^)), (nach /»). 



Substituieren wir dies in q) und hierauf die Werte q) und 
«) in die Formel ß) für p, so folgt: 

27r 
P 



») 



+ 



T 
5kk' 



J^foCOsir27r + (kg + k'^)cos2l27r + G' 

-(l-2Sin^^2«j^[-^cos(ne){cos(ev) 

— cos(ny') cos (uq) im, 

3v'/ T 



b) 



8f ^ ___ A af . ^, 8f 



at 



\ dv 



dy' 



hieraus folgt bei Vernachlässigung höherer Potenzen der Ampbtuden 

Tk Tk 

^r- und -^ — (von der zweiten Potenz ab) die obige Formel. Die ersten 

Potenzen müssen wir mit Rücksicht auf die Formel 17), deren wir uns be- 
dienen wollen, hier beibehalten. 

4* 



— 52 — 



wo 6' eine grade Funktion in Bezug auf cos(nx), cos(ny), cos(nz) 
vorstellt. 

Die Resultante (XYZ) der Drucke p berechnet sich mit 
Hilfe der Formeln: 



V) 



X 
Y 
Z 



= 1 (— p) cos (nx) do, 
= l(-p)cos(ny)do, 
= \ (— p)cos(nz)do, 



die Integrale auszudehnen über alle Elemente do der Kugel- 
fläche (R'). Für unseren Wert t) von p folgt mit Hilfe der 
Formeln: 

I G' cos (nx) do = 1 6' cos (ny) do = 1 6' cos (nz) do = 0, 

\ cos(ny) cos(nz) do = l cos(nz) cos(nx) do = i cos(nx) cos(ny)do==0^ 

l cos2(nx) cos (ny) cos (nz) do = l cos2(ny) cos (nz) cos (nx)do 



f 



= \ cos^ (nz) cos (nx) cos (ny) do = 0, 



9) 






cos^ (nx) cos (ny) do = l cos^ (nx) cos (nz) do 

= l cos^ (ny) cos (nx) do = 0, 

l cos^ (ny) cos (nz) do = l cos^ (nz) cos (nx) do 

= l cos^ (nz) cos (ny) do = 0, 

I cos^ (nx) do = \ cos^ (ny) do = i cos^ (nz) do = -s- R'^ 
I cos* (nx) do = l cos* (ny) do = l cos* (nz) do = 

l cos2(ny) cos2(nz)do = l cos2(nz) cos2(nx)do 

= \ cos2(nx) cos2(ny) do = ^^ R'^, 
für X, Y, Z: 
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X) 



X = Xi cos -=r 2n: + Xg cos2 -= 2n 



■+■ 



TT 



kk'R«R'8 -L p cos(gx) cos(gv' 
8i'L ^ 



) — cos (v 



-]• 



Y = Yi COS ^ 27r 4- Ya cos2 Y 27r 



4- — kk' R8R'8 ^ p cosfey) cos(gvO ~ cosCv^y)! ^ 



Z = Zi cos 7=r 27r + Zg cos2 ^p 27r 



r3cos(ßz)cos(^/ 

L ^ 



) — cos (v 



^1. 



+ ^kk'R8R'8^ 
2 01/ 

wo XiYjZiXgYaZg Grössen sind, In denen nicht mehr cos ^p 27r 

t 
oder cos 2-p=-27t als Faktor vorkommt. Verstehen wir nunmehr 

unter den auf die Kugel (R') ausgeübten Kräften die Mittelwerte 
von XYZ im Verlauf einer Schwingungsdauer: 

t + T 



tp) 



so können wir, da: 
r t + T 



^ Jxdt . 
t 



t + T 



I 



Ydt , 



t + T 



T-Jzdt , 



«) 



t + T 



t + T 



IXj cos „^ 27r dt = l Y, cos 7jr27rdt = lZi cos 7p-2ji-dt = 0, 



t t t 

t + T t + T t + T 

f Xa cos2 Y 27r dt = f Yj cos 2 y 2;r dt = IZj cos 2-^ 2nr dt = 0, 

It t t 

den folgenden Satz aussprechen: 
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(Rki'X 
, 1 übt in einer un- 
begrenzten, inkompressibeln, wirbellosen, unecht kon- 
tinuierlichen Flüssigkeit auf eine zweite oscillierende 

/R'kV'\ 
Kugel ( /w /) eine Kraft aus, deren Komponenten sich 

durch folgende Formeln bestimmen: 



3) 



X = - 



n 
T 



kk'RSR 



a2 / 

'8_J___/ 



COS (^x) 



} 



Y = _ iL kk' R8R'3 JL. I cos (gy) \ 



dvdp 



K- 



Z ^kk'RSR" 



r 

,, ^-^ /cos(gz)\ 



hierbei ist q die Centraldistanz der beiden Kugeln: 

3') ß2==(a'-a)2H-(b'-b)2 + (c'~c)2, 
positiv in der Richtung (abc) — >-(a'b'c'), und die Zeichen 

d d * 

-=- und —=rj bezeichnen die Operationen: 
dv dp 



3") 



-=- = — COS M + gb «0« (T) + -^cos (vz), 
^ ^ = ^ cos (v'x) + -|r cos (/y) + -^r cos (v'z). 



Vorausgesetzt wird dabei, dass die Amplituden der 
Oscillationen sehr klein sind gegen die Radien und 
diese wieder klein gegen die Centraldistanz. 



^) Der Satz IH) spricht die Bjerknes'schen Resultate über die Wechdel- 
wirkuDghydromagnetischer Teilchen aus. (Inverse Analogie zu den Wirkungen 
magnetischer Teilchen.) 



§3. 

über die Wirkungen von Wirbelringen in 
inkompresslblen^ anecht kontinuierlichen 

Flüssigkeiten. 

Definition eines Wirbelringes mit konstantem kreisförmigem Querschnitt. 

Wir denken uns im Räume eine beliebige geschlossene Kurve s, 
die sich nicht durchschneidet und überall einen endlichen Krüm- 
mungsradius hat, und markieren auf derselben, eine Umlaufs- 
richtung als die positive. 

Fig. 5. 




Wir denken uns einen Punkt der Kurve als Centrum eines 
Kreises von dem Radius R, normal zu der Kurve. Auch auf der 
Kreisperipherie markieren wir eine Umlaufsrichtung c als positiv 
und zwar diejenige, welche, von der positiven s Seite aus ge- 
sehen, im umgekehrten Sinne des Uhrzeigers verläuft.^) 

Wir bewegen diese Kreisfläche längs der Kurve s so, dass 
sie immer zu derselben normal ist und ihr Gentrum immer in 



^) Ein in der positiven Richtung <r Schwimmender lind nach dem 
Centram des Kreises Hinblickender wird die positive s Seite mit aus- 
gestrecktem linken Arm markieren. 
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die Kurve s fällt. Wir erhalten so einen Ringkörper mit dem kon- 
stanten, senkrechten, kreisförmigen Querschnitt: 

a) q = ^R^. 

Wir machen über die Kurve s und den Radius R noch die 
Voraussetzung, dass der durch die Bewegung der Kreisfläche (R) 
erhaltene Ringkörper sich nicht durchsetzen soll. 

Der ganze unendliche Raum sei ausgefüllt durch eine in- 
kompressible, unecht kontinuierliche Flüssigkeit, die im Unend- 
lichen ruht. Auf die Flüssigkeitsteilchen innerhalb des Ring- 
körpers seien unbekannte Kräfte 3HZ wirksam, unter deren 
Einfluss die Flüssigkeit eine solche Bewegung ausführt, dass die 
Geschwindigkeitskomponenten uvw die folgenden Bedingungen 

erfüllen : 

8w 8v ^ , - 
u = ^- = J cos (sx), 



ß) 



dy öz 

dv du Y / X 
to = - ^- = J cos (sz), 

öx dy ^ ' 



innerhalb 
des Ringes, 



für jedes Teilchen des Querschnittes q an der Stelle s, 



/»') 



öw ^v __ -. 

öu öw _^ ^ 

"^z^öx" ' 

öv ^^ _ n 

öx^8y~ ' 



ausserhalb 
des Ringes. 



Die Grösse J habe dabei die folgende Bedeutung: Wir nennen 
ß den Krümmungsradius der Kurve s an der Stelle s und nennen 
ß' den Abstand des Krümmungscentrums von dem Punkte (xyz) 
des Querschnitts q an der Stelle s, dann soll: 



sein, wo J eine Konstante vorstellt. ^) 

^) Nennen wir ein Element des Querschnittes dq, so wird sich das 
Raumelement dr des Ringes folgendermassen ausdrücken lassen: 

» x 

f) dT = dq.^ds = 4-dqds. 

? J 
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Wir nennen unter diesen Veraussetzungen den Ringkörper 
einen Wirbelring von konstantem kreisförmigem Querschnitt mit 
der Wirbelgeschwindigkeit J und der Führungskurve s. 

Fig. 6. 




Wirkimg von Wirbelringen mit konstantem ftnerschnitt auf die 

äussere Flüssigkeit 

Die Gleichungen der Flüssigkeit innerhalb des Wirbelringes 
lauten: 



r) 



du 
dt 



= + S 






. Öu 8v 



öw ^ 
dz ^ 



dt dz 

und ausserhalb des Ringes: 

du dp 

dp 
8p- 



/) 






dt 
dv 



€-r:r- = 



dt 
dw 



,,. du dv dw ^ 
^ dx öy dz 






dt dz 

uvwp sollen im ganzen Raum eindeutig^) und stetig sein, 
und es sollen die Bedingungen ß), ß') stattfinden. 

Wir fragen zunächst, ist das Problem möglich und eindeutig ? 

Die Möglichkeit wird durch die Existenz einer Lösung, die 
Eindeutigkeit auf folgende Weise bewiesen: 2) 

*) Wenn man bei p von der willkürlichen, additiven, nur von t ab- 
hängenden Grösse absieht. 

«) Vgl. Helmholtz Grelle B. 55. Kirchhoff, Mechanik Vorl. 20. 
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Gäbe es 2 Lösungen uvw und u'v'w', so würden die Be- 
dingungen ß)j ß% d), d') für die Dififerenzen: 



u" = u' — u, 

v" = v' — V, 
w" = w' — w 



die Gleichungen ergeben: 
öy öz "" ' 



du 



ff 



dz 



8w" 

öx 
öu" 



= 0, 



= 0, 



du" dv" Öw" ^ 



8x 



öy 



dz 



8x öy 

für den ganzen unendlichen Raum. u"v"w" müssen überdies 
überall eindeutig und stetig sein und im Unendlichen verschwinden. 
Es folgt hieraus^ dass u"v"w" überall verschwinden müssen. 
Als Lösung des gestellten Problems lassen sich nun die folgenden 
Werte von uvw angeben, die nach dem letzten Resultate also 
auch die einzige Lösung darstellen: 

8H ÖG 







u = — 

öy 

ÖF 

öG 
w=— 



dz 

ÖH 
öx 
öF 



öx öy 



wo: 



«') 



y^ 1 r cos(sx) 
47rJ r 

(j^ ir cos^ 

47rJ r 



hier stellt dr ein Raumelement des Ringkörpers, r die Entfernung 
desselben von dem Punkte (xyz) vor, auf den sich uvw beziehen, 
positiv in der Richtung: 

dT — >- (xyz), 
cos(sx), cos(sy), cos(sz) sind die Richtungskosinusse der positiven 
Normalen des durch einen Punkt von d^ gelegten senkrechten 
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Ringquerscbnittes, und die Integrale sind über alle Elemente dr 
des Ringkörpers zu erstrecken. 

Aus der Potentialtheorie ist zunächst bekannt, dass Integrale 
von der Form «') im ganzen Räume mit ihren Ableitungen nach 
xyz eindeutig und stetig sind, wir haben nur die Bedingungen /J), ß')^ 
cf), d') zu beweisen. Es folgt aus «): 



f) 



8w dv 



dx 



--— = -^Fh- 



~— - = -^G + 



= -^H+ 



8y 


dz 


8u 


8w 


8z 


8x 


dv 


8u 



( 

( 



8F 8G 



8x V 8x 

8 /8F 
8y V 8x 

8 /er 



8y 



+ 



+ 



H- 



ey 

86 

8y 

8G 



+ 



8z V 8x 8y 



+ 



8H\ 
8z;' 

dz h 

8H 



8z 



)• 



Nun ist: 



ar dG ÖH 



dx 



-f- 



H- 



öy dz 



V) 




dr, nach «'), 



dqds, nach ß'"). 



+ 



ÖH 



= 0, 



dx dy dz 

da dq von s unabhängig und die Integration über eine ge- 
schlossene Kurve s zu erstrecken ist. 
Ferner ist nach «'): 

!^F = — Jcos(sx), 
^G = -Jcos(sy), 
^H = -- Jcos(sz), 

r^F=o, 

[ JU=0, 

somit gehen die Gleichungen J) in die Bedingungen ß), ß') über; 

die Bedingungen d), d') folgen sofort, wenn wir die Gleichungen 

f) resp. nach xyz partiell differenzieren und addieren. 
Wir können den folgenden Satz aussprechen: 
IV, Die Bewegung einer unbegrenzten, inkom- 

pressiblen, unecht kontinuierlichen Flüssigkeit, in 



innerhalb des 
Ringes, 



ausserhalb des 
Ringes, 
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welcher sich ein Wirbelring von konstantem, kreis- 
förmigem Querschnitt q mit der Wirbelgeschwindig- 
keit J und der Führungskurve s befindet, ist eine 
solche, dass die Geschwindigkeitskomponenten jedes 
Teilchens (xyz) die Werte haben: 

cos(sy) cos(rz) — cos(sz) cos(ry) 






4) 



.2 



dqds, 



sq 



4^3 



cos (sz) cos (rx) — cos (sx) cos (rz) 



dqds. 



sq 



w 



^J_r C cos (sx) cos (ry) - cos (sy) cos (rx) ^ 



sq 



Hier bezeichnet dq ein Element eines senkrechten 
Querschnittes q des Ringes an der Stelle s, ds ein 
Linienelement der Führungskurve mit den Richtungs- 
kosinussen cos(sx), cos(sy), cos(sz), r die Entfernung: 

dq— v(xyz), 

und die Integrale sind über alle Elemente dq eines 
Querschnittes an der Stelle s und hierauf über die 
ganze Kurve s zu erstrecken. 

Die ganze Art der Untersuchung lässt erkennen, dass folgende 
Zusätze gelten: 

IVa. Der Satz IV gilt in gleicher Weise für einen 
Wirbelring mit beliebig gestaltetem konstantem Quer- 
schnitt. 

In der That, nennen wir s den Punkt, in welchem das 
beliebig gestaltete ebene Flächenstück q längs der Kurve s normal 
zu derselben hingleitet, und setzen wieder für einen Punkt (xyz) 
des Querschnittes q an der Stelle s: 

Q 
wo J die konstante Wirbelgeschwindigkeit, q den Krümmungs- 
radius in s, q' die Entfernung des Krümmungscentrums in s von 
(xyz) vorstellt, so ist wiederum ein Raumelement des Ring- 
körpers: 
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dt = ^r dq ds, 



wo dq ein Element des Querschnittes, ds ein Element der Führungs- 
kurve bezeichnet. 

Fig. 7. 




Die gesammte übrige Untersuchung, die zu dem Satz IV 
führte, war von der Gestalt des Querschnittes unabhängig, somit 
folgt die Gültigkeit des Zusatzes IV a. 

IVb. Die Bewegung, die durch eine Anzahl von 
Wirbelringen mit konstanten Querschnitten qiq2...qn; 
den Führungskurven Sj s 



2 



• . Sn und den Wirbel- 
geschwindigkeiten Ji J2 . . . Jn in einer unbegrenzten, 
inkompressibeln, unecht kontinuierlichen Flüssigkeit 
hervorgerufen wird, ist eine solche, ' dass die Ge- 
schwindigkeitskomponenten jedes Teilchens (xyz) die 
Werte haben: 



4') 



Sjqj 



cos (Sjjr) cos (rjz) — cos (Sjz) cos (rjy) 



n 



Sjqj 



w 



-SAH 





rj^ 






COS (SjZ) 


cos (rjX) - 


cos (SjX) 


COS (rjZ) 




rj^ 






'cos(sjx) 


cos (rjY) 


cos (sjjr) 


cos (rjx) 



dqj dsj, 



2 



dqj dSj. 



Sj qj 

Hier bezeichnet dqj ein Element eines Quer- 
schnittes qj an der Stelle Sj, ds ein Linienelement der 
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Führungskurve Sj mit den Richtungskosinussen cos(sjx), 
cos(Sjy), cos(sjz), Fj die Entfernung dqj — >-(xyz), und 
die Integrale sind über alle Elemente dqj eines Quer- 
schnittes qj an der Stelle Sj^ sodann üb^er die ganze 
Kurve Sj zu erstrecken, und schliesslich sind die Summen 
über alle n Ringe auszudehnen. 

Wechselwirkung zweier Wirbelringe mit konstantem Qnerschnitt in einer 
unbegrenzten, inkompressibeln, unecht kontinuierlichen Flüssigkeit. 

Wir nehmen 2 Wirbelringe an mit den Querschnitten qq', 
den Führungskurven ss' und den Wirbelgeschwindigkeiten JJ', 
dann ist für jedes Teilchen (xyz) nach IVb): 

J ff cos (sy) cos (rz) — cos (sz) cos (ry) , , 
qs 



+ 



n) 



~47rjj' 



4^jJ 
q's' 



COS (s'y) cos (r'z) — cos (s'z) cos (r'y) 



.'2 



dq' ds', 



cos (sz) cos (rx) — cos (sx) cos (rz) 



dqds 



qs 
J_ 
An 






cos (s'z) cos (r'x) — cos (s'x) cos (r'z) 

_ 



dq' ds', 



w 



^47rJJ 



q s 

cos (sx) cos (ry) — cos (sy) cos (rx) 

_ 



dqds 



il f f cos (s'x) cos (r'y) -- cos (s'y) cos (r'x) ^^, ^^,^ 

q's' 

wo die Bedeutung der einzelnen Grössen nach dem Satze IVb) 
nicht zweifelhaft sein kann. Wir betrachten nun die Gleichungen 
der Flüssigkeit innerhalb des Ringes s': 

du 8p ^, 



0) 



dt 
dv 



-4-^ 



dt — ^ + ^' 



dt 



8z 
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wo € die Dichtigkeit, p den Druck der Flüssigkeit vorstellt, 
3'H'Z' die Kräfte repräsentieren, die noch auf jedes Teilchen 
innerhalb des Ringes s' wirken müssen, um die geforderte Wirbel- 
bewegung hervorzubringen. 

Wir nehmen JJ', somit nach fj) auch uvw von t unabhängig 
an, dann ist ausserhalb der beiden Ringe, wo die Flüssigkeit 
wirbellos ist: 



p = -y*(a2-f-v2-{-wV) 



ausserhalb der Ringe. 



Ferner lassen sich die Gleichungen 0) so schreiben: 



») 



• 

B" 


d 

8x 


H' 


8 

8y 


Z' 


8 
8z 



wo: 



P 4- -^ «(U^ + V^ 4- W2) 
p + i-5(U^ + v2-hw2) 
p-t-4^«(u2 + v2 + w2) 



dw dy 

8y dz 

,. 8u öw 

^ ^ " öz dx 

_ öv du 

~" Öx""öy* 

Im besonderen ist innerhalb des Ringes s': 

{u = J'cos(s'x), 
t) = J'cos(s'y), 
to = J' cos (s'z), 
somit nach x): 



4- € (wo - vto), 
H-€(uto— wu), 

+ « (vu — Ut)), 



.) 



— ß r 1 

ff ^ey(w cos (s'y) — v cos (s'z)) + ^ P + « «(u^^ v'+w^) 

— 8 r 1 ' 

Ä' = € J' (u cos (s'z) - w cos (s'x)) + g- P + 2 *("^+^^+ w^ 

8 r 1 ' 

Z' = eJ (v cos(s'x) - u cos (s'y)) + ö"" P + ö * (^^"^^^•+"^^) • 



') Abgesehen von einer nnr von t abhängigen additiven Grösse. 
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S'H'Z' sind die Kräfte, die zu den Wirkungen des Flüssigkeits- 
druckes hinzutreten mässen, um die Flüssigkeit in der verlangten 
Bewegung zu erbalten, somit sind: 

X' S', 

0) Y' = -H\ 
Z' = - Z' 

die Kräfte, die infolge der Flüssigkeitsbewegung auf jedes Teilchen 
(xyz) innerhalb des Ringes s' wirken. Wir wollen die Kom- 
ponenten der Gesammt Wirkung auf alle Teilchen des Ringes s': 



n) 



X,' = (X'dr', 

D' = CrdT', 



berechnen, wo dz' ein Raumelement des Ringes s' vorstellt und 
die Integrale über alle Elemente desselben zu erstrecken sind. 
Wir erhalten mit Hilfe der Formeln v) und o): 



e) 



3r-fl( 



vcos(s'z)-wcos 



(s'y))dT'-J. 



8 
8x 

8 

8y 



g)' = r J (w cos(s'x) - u cos(s'z)) dt' - (*■ 
L3' = 1 J (" cos (s'y) - V cos (s'x)) dir' - 1 — p + 2 e (u 



p+ä«(u''+v*+w*) 



a+yä+w») 



jdr', 



d**, 



dr'. 



Nun ist: 



Irx[p+2*^"' 



i+va+w«) 



i 



k'=.r p + -|6(u2+v2+w«) 

p + -^ e (u2+v2+w2)l dr' = r p +;^ s (u«+v2+w2) 



p+ - « (u^+v^+w*) 



8_ 
da die Funktion: 



cos (nx) do' == 0, 
cos(ny)do'=0, 
cos(nz)do'=0, 



p + ^ e (u^ + v^ -*- w^) 



') Es sind X'2)'8' die Kräfte, die auf den im Augenblick t als plötz- 
lich erstarrt gedachten Ring wirken würden. 
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im Aussenraum eine nur von t abhängige Grösse ist und sich 
durch die Oberfläche hindurch stetig ändern muss. 

Setzen wir noch nach /J"'): 

I'dT'-J'dq'ds', 
so folgt aus q): 

3£' = € J' l I { V cos (s'z) — w cos (s'y) } dq' ds', 



<^) 



q s 



g)' = «J' f r{wcos(s'x)-u cos(s'z)}dq'ds', 
q's' 

3' = ff J' \ 1 { u cos (s'y) — V cos (s'x) } dq' ds'. 



q s 

Wir setzen nun die Werte von uvw aus vi) ein und berück- 
sichtigen, dass den Teilen von uvw, welche von dem Ringe s' 
herrühren, Teile von 3£'^'3' entsprechen, welche verschwinden 
(die Komponenten der Gesammtwirkung des Ringes s' auf sich 
selbst), so erhalten wir: 

3£' = « — f r r rcQs(ss') cos(rdqdq-x) ~ cos(sx) cos(rdqdq-s') j^g^ V ^g. 

^^J J J J räqdq' 



*) 



q s q' s' 



^^^s—{{{ f cos (ss') cos(rdqdq'y) - cos(sy) cos (rdqdq'S') dq jg jqV^g/^ 



q s q s 



^-mj 



cos(ss') cos(rdqdq*z) - cos(sz) cos(rdqdq-s') 

räqdq' 



dqdsdq'ds', 



q s q s 



wo rdqdq' die Entfernung des Elementes dq eines Querschnittes q 
an der Stelle s des Ringes s von einem Element dq' eines Quer- 
schnittes q' an der Stelle s' des Ringes s' vorstellt, positiv in der 

Richtung: 

dq — y dq', 

und die Integrale über alle Elemente dq eines Querschnittes q 
an der Stelle s des Ripges s, sodann über die Führungskurve s 
und in gleicher Weise: über den anderen Ring zu erstrecken sind. 

5 
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Wir wollen nun annehmen, die Dimensionen von q und q' 
seien sehr klein gegen jedes rdqdq'i dann können wir die For- 
meln t) so schreiben: 

V' = e — QQ'{ f cos (ss') cos {r„-Ti) — cos (sx) cos (r^-s') ^^ ^^, 



«) 



SS 



m^eK qq' f f cos (ssQ cos (r«^ y) - cos (sy) cos (r„.s') ^^ ^,^ 

4^ JJ Tgg' 



SS 



Q'^^K qq' ff cos (ssQ cos (r^>z) - cos (sz) cos (r^s') ^^,^ 

ss' 

wo nun r,^ die Entfernung eines Punktes s des einen Ringes von 
einem Punkte s' des anderen Ringes bezeichnet, positiv in der 
Richtung s — v s', und die Integrale Ober alle Elemente der 
Fährungskurve s und s' zu erstrecken sind, unter Vernach- 
lässigung von Grössen, die gegen 3£'^'3' ™ Verhältnis der 
Dimensionen von q und q' zu den r^* klein sind. 

Wir können so den Satz aussprechen: 

V. Nehmen wir in einer unbegrenzten, inkompres- 
sibeln, unecht kontinuierlichen Flüssigkeit 2 Wirbel- 
ringe mit den konstanten Querschnitten qq', den Füh- 
rungskurven ss' und den Wirbelgeschwindigkeiten JJ' 
an und setzen voraus, dass die Dimensionen der Quer- 
schnitte qq' klein sind im Verhältnis zu jeder beliebigen 
Entfernung von einem Punkte des einen Ringes zu 
einem Punkte des anderen Ringes, so sind die Kom- 
ponenten der Gesammtwirkung des Ringes s auf den 
Ring s' von solcher Beschaffenheit, als ob jedes Ele- 
ment ds auf jedes Element ds' die folgenden Kräfte 
ausübte: 

( Y Jqds • J'q'ds' cos (ss') cos (rgg^x) — cos (sx) cos (rgg'S') 

^=* ^ ^ — ' 

,. I „ _ Jqds • J'q 'ds' cos (ss') cos (r«,'y) — cos (sy) cos (rg^-s') 
^>^^-' ^ -^ ' 

„ __ Jq ds > J'q 'ds' cos (ss') cos (rgg^z) — cos (sz) cos (fg^s') 
An ri- 
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Dabei bezeichnet e die Dichtigkeit der Flüssigkeit, 
Tg^ die Entfernung: 

ds — >- ds\ 

und es sind Grössen vernachlässigt, die gegen XYZ im 
Verhältnis der Dimensionen von q und q' gegen die Ta^ 
klein sind. 

Bemerkung 1. Die Kräfte XYZ sind entgegengesetzt 
gleich den Kräften, die ein elektrisches Stromelement ds mit der 
Stromintensität : 

auf ein Stromelement ds' mit der Stromintensität: 



I' =/^ • ''^' 



nach dem dem Amp^re'schen Gesetz äquivalenten Grassmann'schen 
Gesetz ausübt.^) 

Bemerkung 2. Die Formeln t) sprechen die Anwendung 
des Satzes V) auf Wirkungen von Wirbelringen mit beliebigem 
konstantem Querschnitt aus« 

Bemerkung 3. Auch die Drehungsmomente der Gesammt^ 
-Wirkung des Ringes s auf den Ring s' sind so beschaffen, als 
rührten sie von den Einzelkräften XYZ in 5) her* Wir unter- 
lassen die Ableitung; es liegt uns nur daran, die inverse Analogie 
dieser Wirkungen und der Wirkungen elektrischer Stromringe 
hervorzuheben. 



') Pogg. Ann. B. 64. Diese Form des Gesetzes findet sich auch schon 
in Amp^re*s Schriften. 



5* 



§ 4. 

Über magnetisch oscillierende Kugeln und 

Schalen. 

Definition einer magnetisch oscillierenden Kugel (Magnetisches 

Teilchen). 

Wir denken uns in einer unbegrenzten, im Unendlichen 
ruhendeUj nichtleitenden Flüssigkeit einen periodisch starren Körper^, 
dessen Gestalt zu einer Zeit t, für welche: 

cos>^27r = 00 

ist, durch eine Kugelfläche vom Radius R repräsentiert sei; die 
Bewegung der Oberfläche dieses Körpers sei durch folgende Be- 
dingungen gegeben: 

1) Es sei an der Oberfläche: 

u =^ — k { cos (px) — cos (nv) cos (nx) } sin w 2n ■+■ Un cos (nx)^ 



«) 



V = — k { cos (vy) — cos (nv) cos (ny)} sin -^ 27r + u^ cos (ny), 
w= — k { cos (vz) — cos (np) cos (nz) j sin -jp 27r 4- u^ cos (nz). 



wo k eine positive Konstante, v eine bestimmte Richtung, n die 
in das Innere der nichtleitenden Flüssigkeit gerichtete Normale 
der Grenzfläche vorstellt und: 

ß) Un = u cos (nx) + V cos (ny) + w cos (nz) 
zu setzen ist. 



^) Der Anfangspunkt der Zeit sei derselbe, wie in den Untersachungen 
der Elektrostatik. 
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2) Für die Bewegung der nichtleitenden Flüssigkeit soll ein 
Geschwindigkeitspotential existieren. 

3) Es soll: 

r) l Un do = 

sein, falls man das Integral über alle Elemente do der Kugel- 
fläche erstreckt. 

Wir nennen dann den periodisch starren Körper eine mag- 
netisch oscillierende Kugel (magnetisches Teilchen) von dem 
Momente: 

d) m=:V47r€R8.k 

und der magnetischen Axe v. 



Wirkang des magnetischen Teilchens auf die nmgebende Flüssigkeit. 

Wir denken uns die Richtung v von dem Gentrum (abc) der 
Kugel (R) ausgehend ; dieselbe schneidet die Kugelfläche in einem 
Punkte N, welcher der Nordpol des magnetischen Teilchens 

Fig. 8. 




heissen möge; die rückwärtige Verlängerung von v schneidet die 
Kugelfläche in einem Punkte S, welcher der Südpol des Teilchens 
heissen möge. 

Wir legen durch einen Punkt (xyz) der Kugelfläche den durch 
N und S gehenden Hauptkreis und bezeichnen auf demselben 
die Richtung s, die von S nach N geht, als positiv, wir legen 
ferner durch den Punkt (xyz) den zur Richtung v senkrechten 
Breitenkreis und bezeichnen auf demselben die Richtung c, die 
von der positiven v Seite gesehen im umgekehrten Sinne des 
Uhrzeigers verläuft, als positiv. 
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Wir können nunmehr die Bedingungen, die das Geschwindig- 
keitspotential 9> der Bewegung der nichtleitenden Flüssigkeit an 
der Oberfläche erfüllen muss, so schreiben: 

-^ = -k sin(nv)sin ^ 2n, 



*) 



dtp 



I 



dn 



= 0, 



do - 0.1) 



an der 
Eugelfläche, 



ff hat ferner die Bedingungen zu erfüllen: 

«') Jq) = 0, I in dem Aussenraume der Kugel^ 



e") 



dn 



= 0, 



im Unendlichen. 



. Durch die Bedingungen s) e') e") ist gi vollständig bestimmt, 
und es ergiebt sich mit Hälfe der Methoden der Potentialtheorie: 

» • * » ■ 

, wx m cos (tp) 

wo r die Entfernung des Punktes (xyz), auf den sich q> bezieht, 
vom Centrum der magnetisch oscillierenden Kugel vorstellt, positiv 
in der Richtung: 

(abc) — >- (xyz). 
Fig. 9. 




^) Dass die Bedingungeti f) in der That mit den Bedingungen- er)' und y) 
äquivalent sind, folgt daraus, dass bekanntlich die Richtungskosinusse der 
Bichtung s die Werte haben: 

sin {nv) cos (sx) = cos (vx) — cos (nx) cos (nr), 
sin {nv) cos (sy) = cos (»'y) — cos (ny) cos (nv), 
sin (nv) cos (sz) = cos (vz) — cos (nz) cos (n»'), 
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A) Die Bewegung, die in einer unbegrenzten, nicht- 
leitenden Flüssigkeit durch eine magnetisch oscillierende 

Kugel ( V. ) hervorgerufen wird, besitzt das Ge- 
schwindigkeitspotential: 

m cos (ri') 



A) 9 = - 



y[4ji€ 



wo r die Entfernung des Punktes (xyz), auf dea sich y 
bezieht, vom Centrum der Kugel (abc) vorstellt, positiv 
in der Richtung: 

(abc)— >- (xyz). 



Wirkung zweier magnetisch osoillierender Kugeln auf die nmgebende, 

nichtleitende Flüssigkeit 

Wir nehmen nun in der unbegrenzten, nichtleitenden Flüssig- 
keit 2 magnetisch oscillierende Kugeln ( i^ ) und ( ,, , , j an; 

die s und e entsprechenden Richtungen auf der Kugel (R') mögen 
s' und (f heissen. 

Die Bedingungen für das Geschwindigkeitspotential q> der 
Flüssigkeit sind dann folgende: 






«') 



dn 



= 0, 



in dem ganzen von der Flüssigkeit 
erfüllten Räume, 

im Unendlichen, 



« ) \ 



dw msin(nv) . t ^ 

-~- = ;.=_J^ — ^ sm ttt 27r, 

öS V47rfR3 T ' 



dq> 



dn 



= 0, 



J c 



do = 0, 



an der Kugelfläche (R), 



Dieser Zusatz soU andeuten, dass R den Radius, abc die Koordinaten 
des Centrums, m das Moment, y die Richtung der magnetischen Axe vor- 
stellen soUen. 
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«'") . 



w 
w 

dg) 



msin(ni/') _._ t _ 
,- sm -= 27r, 



= 0, 



I 



an der Kugel- 
fläche (R'). 



do = 0. 



dn 

Es lässt sich mit Hilfe der Methoden der Potentialtheorie 
dieses Problem in völlig strenger Weise lösen , so dass y bis 
auf eine additive Konstante völlig bestimmt ist. Wir werden 
wieder die Radien RR' als klein gegen die Centraldistanz q der 
beiden Kugeln ansehen, und wir bedienen uns aus diesem Grunde 
zur Berechnung von 9 der folgenden kombinatorischen Methode: 

Man berechne successive die Potentialfunktionen: 
des Aussenraumes der Kugel (R): 



9)1 so dass: 



1^ 



öS 



msin(ni') . t ^ 
V47r«R3 T 



= 0, 



9)j so dass: 



(R) 

9)j + 9)]— 1 = const., 



an der Kugel- 
fläche (R), 



(R) 



dn 



i — ^» *> • • • 

an der Kugelfläche (R), 



des Aussenraumes der Kugel (R'): 

ÖS' V4.7ri:R'8 T 



(f'i SO dass: 



i m'sin(nv') . t ^ 

r = r==: — - sm -^ 27r, 

V47r*R'8 ^ 



Ö(r 



i = 0, 



(R') 
yj so dass: SPj + %-! = const., 

J 8n 
(r5 

dann stellt die Reihe: 



an der Kugel- 
fläche CR'), 



1 j = 2, 3 ... 

j an der Kugelfläche (R')» 
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l 

das von uns gesuchte Geschwindigkeitspotential dar. 

Die Glieder der beiden Reihen nehmen rascher ab, als die 
der entsprechenden geometrischen Reihen: 

wo Q die Centraidistanz der beiden Kugeln vorstellt.^) 

Wir wollen in den Geschwindigkeiten Glieder von der Form: 

f(m,m',e)F j^ ^, 

vernachlässigen, wenn F in Bezug auf die Grösse — und — von 

zweiter Ordnung ist, und wir werden sehen, dass schon ^3 
und g)j von dieser Ft)rm sein werden, so dass: 

9i und 9>'i sind die Potentiale der magnetisch oscillierenden Kugeln, 
jede für sich allein genommen, somit nach A): 



i) 



9,1 =— 



m cos (w) . t n 
, m cos(v'r') . t „ 



wo r und r' die resp. Entfernungen des betreffenden Teilchens 

(xyz) von den Centren (abc) und (a'b'c') der Kugeln (R) und (R') 

vorstellen, positiv in den Richtungen: 

Fig. 10. 



(xyz) 




>) Die Methode ist identisch mit der Murphy'schen kombinatorischen 
Methode in der Elektrostatik, vgl. C. Neumann, Unters, über das log. und 
Newt. Potential p. 813 ff., sowieTmeine S. 44 in der Anmerkung erwähnte 
Inaiigi-Diss. p. 12. 
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r in der Richtung: (abc) — >-(xyz), 
r' „ „ „ (a'b'c') — y (xyz). 

Definiert man, wie früher, die Operationen: 

d d d d 

- = -r- cos (yx) -+- - .- cos (vy) + — - cos (vz)^ 



^[|cos^(r?)-|][ 



^) 



dp da. ^ db ' öc 

B) \ 

so erhalten wir mit Hilfe der Methoden der Potentialtheorie für 
9)3 und yi nach den Formeln /J) und /?'): 

^ iß! Z f R»cos(rg) 
^^ , m er R'8cos(r'ß) R'' F 3 „, , , 11) 

WO ß die Centraldistanz der beiden Kugeln, positiv in der Richtung: 

(abc) —V (a'b'c') 
vorstellt. 

Es ist nun aus den Formeln $) sofort zu ersehen^ dass die 
Ableitungen von ^^ und ^!% von der Form werden müssen: 

—5- F und -^ F , 

wo F und F' schon von der zweiten Ordnung, in Bezug auf 
— und — sind. 

Infolge der Formeln ;'), rf), «), ?) können wir den Satz aus- 
sprechen: 

B) Die Bewegung, die in einer unbegrenzten, nicht- 
leitenden Flüssigkeit durch 2 magnetisch oscillierende 

Kugeln f , j und f 'w '] hervorgerufen wird, besitzt 
das Geschwindigkeitspotential: 

f 1 R'3cos(r'^) R'ö r 3 .^ . ^ 1 11 °^^^" T ^"^ 



V4 



TT* 






m' sin 7p 2w 
Y47r« 
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^wo r und r' die resp. Abstände de^ Flüssigkeitsteilchens 
(xyz) von den Centren der Kugeln (R) und (R'), q den 
Centralabstand der beiden Kugeln vorstellt, 

r positiv in der Richtung: (abc) — y{xyz), 
r' „ „. „ „ : (a'b'c') — ^(xyz), 

Q „' „ „ » : (abc) — y{3!h'c'); 

d d 

ferner haben die Zeichen -^^ und -=- die folgenden Be- 



dy 



dp 



deutungen: 



. ' I 



B') 



»;^=^'°'^'^^"^ -gb" cos (vy) + — cos (vz) , 



und es ist vorausgesetzt, dass q gegen R und R' so 
gross ist, dass man Grössen von der Form: 

f(m; m', e)F 

' ^ . • _ • " • 

vernachlässigen darf, sobald F in Bezug auf die Grössen 

RR' 

— und — von der zweiten Ordnung ist. 

e Q 

Weoluelwirkimg zweier magnetischer Teilchen in einer nnbegrensten, 

nichtleitenden Flüssigkeit. 

Die Kräfte, welche die Flüssigkeit auf das Teilchen (R'> 
ausübt, sind nach dem Satze 29 — 31: 

-4/i{li4[(i)'-(l)'-(f)*]-H-«. 

t (R') 

t + T 



«) 



m 



im 

t + T 



m 

t (R ) 



cos 



(nz)idodt, 
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wo B die Dichtigkeit der Flüssigkeit darstellt und die Integrale 
mit dem Index (R') über alle Elemente do der Kugelfiläche (R') 
zu erstrecken sind. Der horizontale Strich über den Grössen 

-^ • • • soll andeuten , dass wir es mit Werten der betreffenden 
öx 

Grössen an der Kugelfläche (R') zu thun haben. 

Bei Betrachtung der Flüssigkeitsbewegung in der Nähe der 

Kugel (R') sind das 5. und 6. Glied in dem Ausdruck B) für 

9 bereits von der Ordnung der von uns vernachlässigten Grössen» 

somit : 



ß) 



= _ A Fi R''cos (r'g) R^ r3 



f"'-rAr^-w^^^~7^S'°''^''^^-i^ 



m sin 1^ 2n: 



V4 



7t€ 



dp' Vr7 



m' sin Tjr'2n 



Vi 



TT« 



1 r' 

ferner, können wir den Ausdruck — nach Potenzen von — ent- 

wickeln : 

1 1 r' ,, , r'2r3 ,, , , 11 



somit: 



/) 



9 = 



8^ 



f 1 R' , , , rR'^ r' \ 
[- + ^cos(re){-,^-^J 

R'«r3 2,,, lUR" r'Ml 

-7»1t*^°'^''«>-tK7^~r^/J 



m sin -r^ 27t 



V4 



ns 






m' sin y^ 2t€ 



Wir führen nun, bevor wir zur Ausrechnung übergehen, 
folgende Abkürzungen ein. Wir setzen: 



ä) 



fsin-^27r 



f=f^4-f2 + 



dv dv 
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wo: 



*) 



- cos (qp) 
fi = ~^-^ m, 

- cos (rV) , 
R' rR'2 



's = - ™ ^2 



rR'2 r' ^ 



Wir setzen ferner, wie früher, allgemein: 

^ .^ „« 8<P8»/' d0dip 8<PÖ?P 
(Ö>,(P)= — — + — — + 



8x 8x 8y 8y 8z 8z 
Wir wollen nun den Ausdruck: -2*0 

- y (f» cos (nx) 



dw dw 1 

V -^-1^ cri^j ^) cos (nx) _ ^ ^ 

'^ öx ön 2 ^^'^^ ^ ^ l^gx ön 

an der Kugelfläche (R') berechnen. 
Es ist nach d) und «): 



4:7l€ 



©) 



8f2 8f2 , r 82 (fg + 



8x 8n 8x 8n 



+ 



[ 



dndy 



«] 



cos (nx) 



Nun ist: 



2^ (fs + Q f Sfa 8fa ^ J») 



8f2 ö^ _ einer ungraden Funktion in Bezug auf cos(nx), cos (ny), 
dx dn "~ cos (nz), 







L8n8i/J 



3 



ön^i/ 



cos (nx) = 



löx 



Öfg 



önövlöx ön 



einer ungraden Funktion in Bezug auf cos(nx), 
cos(ny), cos(nz), 

_ einer ungraden Funktion in Bezug auf 
cos(nx), cos(ny), cos(nz), 



cos (nx) 



d% d% 



dn dv dn dv 
lL8n8>'J 



= 0,2) 



') fg und £4 verschwinden an der Kugelfläche (R'), somit auch ^i^ 
und — T^, es ist daher: 

— ^ _ = — _ - cos (nx), . . . ; 
9x 9r 9n öi' 

diese Formeln sind in der Bildung der Formel B) benutzt worden. 

') Glieder, die im Bereich unserer Vernachlässigung liegen, werden 

gleich null gesetzt. 
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somit ist: 



wo U eine ungrade Funktion in Bezug auf eos(nx), cos(ny), 
cos(nz) vorstellt. 

Andererseits ist: 



X) 



(f, f) = (fj, f,) +& ^) +(-^, ^] 

\dp dp) \dp dp) 



+ 2 



\ dp) \ dp) \dp dp)^ 



nun ist: 



P) 



(J T\ — ^^"^^"^ graden Funktion in Bezug auf cos(nx), cos(ny), 
^^2' ^2)- cos(nz), 

/ öfg 8fi\ _ einer graden Funktion in Bezug auf cos (nx)^ 
V^' dp) cos(ny), cos(nz), 

<^{T ^\ einer gradeili Funktion in Bezug auf cos(nx), 
V ^' ^J ~~ cos (ny), cos (nz), 



—=z^ 


dp 


(5, 


dp. 


u 


df, 


» 

dp 


dp 


dfg 


8f, 






«omit ist: 



V) (f, = 2(4, -^)+6, 



wo G eine grade Funktion in Bezug auf cos (nx), cos(ny), cos(nz) 
vorstellt. 

Wir können nunmehr nach ly), x) und v): 



-0) IT- IT- — cT (y» 9^) cos (nx) 



sm- 



i-2^i) 



47r« g,/ 



[i(S-^S-«(->)-^'^*>*^H^u' 



') Wir konnten das Zeichen ^=: vor die Klammern setzen, da £2 von 
abc unabhängig ist. 
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setzen, wo U' eine ungrade Funktion in Bezug auf cos(nx), 
cos(ny), cos(nz) vorstellt. 

Es ist ferner nach den Formeln «): 



«) 



8f 



a 



m 



g^=-R>3(cOS(»''x) 

— 3 cos (nx) cos (nv)') , 



dl 



2 



m 



— 3 cos (ny) cos (ny')) , 



Öf 



2 



m 



8z = -R^('=°' <*''') 
— 3 cos (nz) cos (nv)) , 



8t; 5R' 
= s- m cos 



8x 



8^ 

8y 



e 



5R' 

^8 



in cos 



(nx){2Cosa(n?)-^|, 

1 

(ny){2Cos2(n?)-2], 



8f^ 5R' , ,f3 ., , 11 

g^ = - -TT ni cos(nz) |^ cos«(nß)-2 j' 



somit: 



e) (f2.Q = - 



lOm • m' 



SR'a 



?8R 



cos 



(nv')|-2 cos2(n^)--2-} 



^ 8n\8x 8n ^ 7 



= ^^ { <=°^ ('''^) - ^ «'o^ ("^) ^°^ (""') } { Y '^^^^ ^°^^ "" 2") 



und wir können die Gleichung o) so sdhreiben: 



'^ Iflf-y^*^'*)''''^"^) 



5mm'sin27p27r 
Bedenkt man, dass: 



{3 ll 

^ cos^ (uq) — ^ I H-IT. 



t + T 

1 r t 1 

t 



so folgt nach a): 
5 mm' 



») x = 




') 



SnK^Q 



> j-^ { cos(v'x) - 3 cos(nx) cos(nv') } |^ cos2{ng) — ^ | + U' 



do. 



Beachtet man ferner, dass: 
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X) fu'do=0, 
ferner die Formeln y) in § 2 S. 52, so erhält man: 

, d cos (j^'x) — 3cos (qx) cos (qp) 



xp) X^ymm'-^- 
oder in etwas andererer Schreibweise: 



xS 



analog: 



CO) 



X = -^mm -^-z^ 



[ 



cos (^x) 



]• 



Y== ^^ mm' 



Z = -w- mm' -^ —, 



JL_ r ^Qs (gy) 1 
ö^ r cos (dz) 1 



[ 



(mv \ 
, ] übt in 

einer unbegrenzten, nichtleitenden Flüssigkeit auf eine 

zweite magnetisch oscillierende Kugeil , , ,|eineKraft 

aus, deren Komponenten X, Y,Z sich durch folgende 
Formeln bestimmen: 

d^ r cos (ßx) 1 



x = 



mm 



dv dv 



n{ 



V 1 ' ö' 

Y = -3-mm -= 
i dv dv 

7 1 , »2 

Z = -^ mm —=z — = 






cos 



M.1 



cos (^z) 



Q' 



■1 



Hierbei ist q die Centraldistanz der beiden Kugeln, 
positiv in der Richtung: 

(abc) -^ (a'b'c'), 

und die Zeichen —— -^=7 bezeichnen die Operationen: 

dv dv 



n 



^ = — cos(«)+ ^cqs(,7)+ -g^cos(^), 
^ = ^cos(v'x)+ g^ cos(/y) + Acos(v'z). 
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Vorausgesetzt wird dabei, dass dieRadien der Kugeln 
sehr klein sind gegen ihre Centraldistanz. 

Bemerkung. Die Schwingungen, die von magietischen 

Teilchen ausgehen, haben eine um ^ von der Phase der elektro- 
statischen Schwingungen abweichende Phase. Auf diese Weise 
ist erreicht, dass ruhende elektrische Teilchen auf magnetische 
Teilchen keinerlei Wirkungen ausüben können und umgekehrt. 

Definition. Wir sagen, dass zwei magnetische Teilchen 
starr mit einander verbunden sind, wenn für dieselben zu jeder 
Zeit die Variablen der fortschreitenden Bewegung: 

^fj^nxQ (s. die Definition der periodisch 
starren Körper, S. 21—22) 
übereinstimmen müssen. 

Wir verstehen dann unter einem starren Aggregat magnetischer 
Teilchen eine Anzahl magnetischer Teilchen von beliebigen Momenten 
und beliebig gerichteten Axen, die starr mit einander verbunden sind. 

J) Die Wechselwirkung zweier starrer Aggregate 
magnetisch oscillierender Kugeln summiert sich aus den 
Einzelwirkungen der die Aggregate zusammensetzenden 
Teilchen. Vorausgesetzt wird dabei, dass die Radien 
der einzelnen Teilchen klein sind gegen ihre gegen- 
seitigen Entfernungen.^) 

*) In der Theorie der elektrischen Teilchen konnten wir die Voraus- 
setzung der Kleinheit der Badien gegen die gegenseitigen Entfernungen 
innerhalb der einzelnen Aggregate fortlassen und nur annehmen, dass die 
Radien klein sind gegen die Entfernungen der Teilchen des einen Aggre- 
gates von den Teilchen des anderen Aggregates (Elektrostatik, Satz J^ S. 55). 
Dies dürfen wir hier in dem aUgemeinen Falle, dass die zusammensetzenden 
Teilchen beliebig gerichtet sind und beliebige Momente haben, nicht. Es 
lässt sich aber eine grosse Klasse von Fällen angeben, in denen es erlaubt ist. 

Wir nehmen 2 Aggregate A und A' an, ein Teilchen von A habe das 
Moment mj, die Axe j'j, den Radius Ej, ein Teilchen von A' habe das 
Moment m'j, die Axe v j, den Eadius R'j. Das Geschwindigkeitspotential 
lässt sich dann so darstellen: 



1) 



<3P = <3Pi + 92, 



9i 



471 2J I 



9n y47r« RSj 



^ — cos (vj n) sin w 2n 



rdo 



doi 



r^d(p 



(f>2 



471 2J 



A'c/ 



■^ -f- ~:=^ cos (r j n) sin 7=^ 27i 

9n y47i«R'j3 T 



rdo'; 



do' 
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Wir können uns, auch bei der Voraussetzung des Satzes J)^ 
magnetische Teilchen in einem Räume verteilt denken, die sich 
nun zwar nicht stetig an einander schliessen, deren ^Richtungen 
und Momente sich allmälig (von einer vollkommenen Stetigkeit 
kann man nicht sprechen) verändern, wir werden uns, wenn wir 
bei einer solchen Verteilung die Momente und Äxenrichtungen 
als stetige Funktionen der Stelle ansehen, der Wahrheit um so 
mehr nähern, je kleiner wir die Radien, also auch die Schwingungs- 
dauer T voraussetzen dürfen. 

Wenn wir bei Anwendung des Satzes J) auf eine solche 
Verteilung die Momente und Äxenrichtungen als stetige Funktionen 
der Stelle auffassen, machen wir einen Fehler, der im Allgemeinen 



wo rdoi und rdo'j die Entfernangen des Punktes (xyz), auf den sich q> bezieht, 
von einem Oberflächenelement doj resp. do'j des Aggregates A resp. A' vor- 
stellen. Mit Hilfe der Eigenschaften von ^, dass: 
an der Oberfläche jedes Teilchens mj : 



^^ e^ ^^® ^^^^ "" "^ "^ V4^R»- i ^^^ ^^^ ^^ ^ ^^^ ^"^ °^ ^^^ ^^^ \^ T 



27r, . . . 



an der Oberfläche jedes Teilchens m'j : 



2-)|feos(nx) = |j + 



^ \ cos (v'j x) — cos {v^ n) cos(nx) Isin 7fr 2^1, 



lassen sich die Komponenten XYZ der Gesammt Wirkungen auf das 
Aggregat A' so darstellen: 

3) X = Vj r^ fl?^ + ~j^^— cos (v'jn) sin % 2n) do j. . . . 

Es lässt sich nun aus den Formeln 1) und 3) leicht herauslesen, dass 
wir in dem Satze J) die Voraussetzung der Kleinheit der Radien Rj R'j gegen 
die gegenseitigen Entfernungen innerhalb der einzelnen Aggregate fortlassen 
können, sobald: 



« 



A J A -^ A 



l A' J A' -^ A' 

wo *i und *2 die Potentiale der allein gedachten Aggregate A und A' 
vorstellen. 

Ein weiterer spezieller Fall ist der Fall der magnetischen Schalen 
(s. die Anmerkung S. 87). 

Es sei hier betont, dass die Formeln 1—3) in aller Strenge, 
ohne jede Vernachlässigung gelten. ^ 
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um so kleiner ist, je kleiner wir die Radien der Teilchen vor- 
aussetzen dürfen. (Vergfl. Anm. S. 87). 

Über magnetisch oscillierende Schalen. 
Wir denken uns im Räume eine beliebige geschlossene 
Kurve s, die sich nicht durchschneidet und überall einen endlichen 
Krümmungsradius hat. Wir markieren willkürlich, etwa durch 
einen Pfeil, eine ümlaufsrichtung der Kurve als die positive. 
Wir denken uns ferner eine beliebig verlaufende, einfach zusammen- 
hängende Fläche i2, die unsere Kurve s zur Randkurve hat. 

Fig. 11. 




Wir markieren auf dieser Fläche ein Element d«, begrenzt 
durch eine Kurve er, die durch stetige Deformation der Randkurve s 
entstanden zu denken ist und die einmal markierte positive Um- 
laufsrichtung stets beibehält. Wir nennen die Normale v des 
Elements d« die positive, welche ein in a in der positiven Um- 
laufsrichtung Schwimmender und nach der Innenseite von des 
Hinblickender mit ausgestrecktem linken Arm markieren wird. 

Verschieben wir jedes Element d« in der Richtung v parallel 
mit sich um die kleine Strecke ^, so entsteht durch diese Be- 
wegung der Fläche i2 ein Raum, der als eine Schale von der 
Dicke X und der Randkurve s bezeichnet wird. In jedem Element 
dr dieses Raumes denken wir uns 6 magnetische Teilchen mit 
der Axe v und den Momenten: 

J'dT, 
wo d und y Konstante vorstellen sollen. Wir nennen eine solche 
Kombination von starr mit einander verbundenen magnetischen 
Teilchen eine magnetische Schale von dem Moment 

a) J = d . ^ • J' 
und der Randkurve s. 
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Das Geschwindigkeitspotential der durch eine solche Schale 
hervorgerufenen Bewegung ist in Punkten (xyz), deren Ent- 
fernungen r von allen Elementen dw der Fläche y gegen die 
Dicke X der Schale gross sind: 

D\ J fcos(rv) , . t ^ 

r positiv in der Richtung: d« — >-(xyz). 

Von allen den Sätzen, die über Integrale von der in ß) vor- 
kommenden Form abgeleitet wordi&n sind, giebrauchen wir den 
folgenden : 

Es ist: 

_ö^ r cos (vr) , _ r cos (ry) cos (sz) — cos (rz) cos (sy) , 



r) 



n 

ö 



< 



C cos {vv) , _ f cos (rz) cos (sx) — cos (rx) cos (sz) , 



n s 

ö f cos (vr) 



C cos (vr) , _ f cos (rx) cos (sy) — cos (ry) cos (sx) , 



8z 

n 

wo ds ein Element der Randkurve s mit den Richtungskosinussen 
cos (sx), cos (sy), cos (sz), links r die Entfernung: 

d« — >■ (xyz), 
rechts die Entfernung: 

ds — V (xyz) 
vorstellt, ^) 



*) Es iat für beliebige stetige Funktionen UVW von (xyz): 
(vgl. u. A. C. Neumann, Beiträge etc. p. 11, Formel F) 



1) J [cos (.X) (-^ - ^- I + cos (.y) j-^- - - - j + cos (vz) {ä^ - ä^)J de 



[U co8(sx) + V cos(sy) 4- W cob(6z)] ds. 



8 



Hieraus folgen die Formeln y), 
die erste für: 
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E) Eine magnetische Schale von dem Momente J und 
der Randkurve s verursacht in einer unbegrenzten, 
nichtleitenden Flüssigkeit eine solche Bewegung, dass 
die Geschwindigkeitskomponenten eines Teilchens (xyz) 
der Flüssigkeit sich durch folgende Formeln bestimmen: 

t 



E) 



T ein ?7ir 

_ T '' r cos(sy) cos(rz) — cos(sz) cos(ry) , 

u — 7==r \ j^2 ^s» 



v = 



\4cn€ 



J sin rfr 27t 



n 



ns 



I 



cos(sz) cos(rx) — cos(sx) cos(rz) 



,2 



ds, 



t 



_ T r cos(sx) cos(ry) ~ cos(sy) cos(rx) , 



S^ns J 



.2 



Hier bezeichnet r die Entfernung ds — >-(xyz), und 
es ist vorausgesetzt, dass die Entfernungen r gross sind 
gegen die Dicke der Schale. 

Wir nehmen nun 2 magnetische Schalen (Js) und (J's') in 
der unbegrenzten, nichtleitenden Flüssigkeit an; die positiven 
Normalen in Elementen dw resp. d«' der beiden Flächen ÄÄ' 
mögen mit v und / bezeichnet werden, und es sei vorausgesetzt. 







ü 




2') ^ 


V 
W 


die a weite für: 




u 




2") « 


V 

w 


die dritte für: 




r 

u 




2'") 


V 



= 0, 

dos (rz) 

cos(ry) 



r^ 



cos(rz) 



= 0, 



Ä ' 



COS (rx) 

;:2 — » 



— _ cos (ry) 
r^ 

coß (rx) 



W = 0. 
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dass alle Entfernungen der Elemente der einen Schale von allen 
Elementen der anderen Schale gross seien gegen die Dicken der 
Schalen. 

Unter Anwendung des Satzes J)^) können wir die Eompo-' 
nenten der Kräfte, mit denen die Schale Si auf die Schale Si' 
wirkt, durch folgende Formeln ausdrücken: 



2 J J dp dp' 



^) 



1»^ ' 



siä' 



2 J J dydv r» 



SiSi' 



"^ = -2-" jj^ä^-^^"'"' 



wo r die Entfernung d« — vd«' vorstellt und die Operationen 

-= und -=7y wenn wir f^j die Koordinaten eines Punktes von 
dp dp 

do), e'^'j' die eines Punktes von dw' nennen, die Bedeutungen 

haben : 



d') 



8 Ö ö ö 

^ = g^ cos(i/x) + g^ cos(>7) + ^ cos(vz), 

ö ö a ö 

g^ = g^/ cos (ra) + g-, cos (py) + g-; cos (vz). 



Man kann nun mit Hilfe der Formel 1) in der Anmerkung 
S. 84 die Formeln d) so umgestalten: 

X = - 1 jj' rpo!(!?>2!M ds ds', 



«) 



s s 



Y = — 1- jj j r cos(ss-) cos(ry) ^^ ^^,^ 



s s 



z--|jj'^r-i2i(ü^^5?M.dsds', 



S S 



WO r die Entfernung ds — >-ds' vorstellt. 



Vgl. Anm. S. 87. 
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Z) Eine magnetische Schale (Js) übt auf eine zweite 
magnetische Schale (JV) in einer unbegrenzten, nicht- 
leitenden Flüssigkeit eine Kraft aus, deren Komponenten 
sich so darstellen lassen: 



Z) 



X = - ljjjjcos(ss-)cos(rx) ^^ ^^,^ 



SS 



Y = - I jjjr cos(ss0^cos(ry) ^^ ^^,^ 



SS 



-^-^l- 



cos (ss') cos (rz) 



ds ds', 



s s 



in denen r die Entfernung ds — >-ds' vorstellt; voraus- 
gesetzt wird dabei, dass alle r gegen die Dicken der 
Schalen sehr gross sind.^) 

*) Der Satz J) ist streng genommen nur anwendbar auf eine solche 
Verteilung der magnetischen Teilchen in den Schalen, bei welcher die Ent- 
fernungen der einzelnen Teilchen gross sind gegen ihre Radien. Die Sätze E) 
und Z) erhalten erst ihre volle Strenge, sobald man nachweisen kann, dass 
sie auch gelten, wenn die Teilchen der beiden Aggregate unter sich keine 
gegen die Badien grosse Abstände haben, sich vielmehr stetig an einander- 
schliessen. 

Der Beweis hierftir liegt in der Thatsache, dass -^^ -^y -^ an den 

dx oy dz 

beiden Seiten der Schalen SlSl' gleich gross werden, falls man die Dicken 
unendlich abnehmen lässt; hieraus folgt der Satz E) infolge der Formeln 1) 
in der Anmerkung S. 82, der Satz Z) infolge der Formeln 3) derselben 
Anmerkung. 

Würden wir also die Radien der magnetischen Teilchen unendlich 
klein annehmen, so brauchten wir in dem Satze Z) nur die Voraussetzung 
zu machen, dass jeder Punkt der einen Schale von jedem Punkt der 
anderen Schale durch irgend welche Entfernung getrennt sei. Wir würden 
so eine vollkommene Übereinstimmung mit der früheren Theorie erlangen, 
die Anschauung verlangt indessen, dass T, somit auch die Radien, wenn 
auch sehr klein, so doch endlich seien, so dass die obigen Resultate, wie 
die der früheren Theorieen nur als eine grosse Annäherung an die wirk- 
lichen Verhältnisse anzusehen sind. 



. §5. 

über elektrisch yibrierende Binge 
(elektrische Ströme). 

Definition eines elektrisch vibrierenden Ringes. 

Wir denken uns im Räume eine beliebige geschlossene Kurve s: 

f? = j(s), 
a) U = 9(s), 

li = 8(s), 

die sich nicht durchschneidet, und deren Krümmungsradius q mit 
seinen Ableitungen nach s überall endlich ist, wir markieren auf 
der Kurve eine Umlaufsrichtung s als positiv. Wir denken uns 

Fig. 12. 




ferner einen Punkt s der Kurve als das Centrum eines zur 
Kurve normalen Kreises von dem Radius R, welcher gegen jedes 
Q ausserordentlich klein gedacht werden soll. Auch auf diesem 
Kreise markieren wir eine Umlaufsrichtung a als die positive, und 
zwar diejenige, welche von der positiven s Seite aus gesehen, 
im umgekehrten Sinne des Uhrzeigers verläuft. 

Wir bewegen diese kleine Kreisfläche so längs der Kurve s, 
dass sie immer zu derselben normal ist und ihr Centrum in der 
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Kurve s liegt. Wir erhalten so einen Ring mit konstantem kreis- 
förmigem Querschnitt: 

a) q = 7rR^ 

Den Raum dieses Ringes soll zu einer Zeit t, für die: 

cos 7=- 2;r = 0,^) 

ein periodisch starrer Körper einnehmen, der ganze äussere 
Raum sei durch eine unbegrenzte, nichtleitende Flüssigkeit erfüllt. 

Für die Schwingung der Oberfläche des Ringes seien folgende 
Bedingungen gemacht: 

1) Die Bewegung der äusseren Flüssigkeit soll ein Geschwindig- 
keitspotential besitzen. 

2) An einer Stelle (s, a) der Oberfläche des Ringes sollen 
stets die folgenden Relationen zwischen den Geschwindigkeits- 
komponenten uvw stattfinden: 

u = k cos (<rx) sin y^^Tt + w^ cos (nx), 



ß) 



V = k cos (oy) sin 7=- 27r + Un cos (ny), k 

w = k cos((yz) sin 1=^ 27r + Un cos(nz). 

j. 



0. 



3. Es soll für jeden Querschnitt q an der Stelle s: 

1 P R 

ß') TTol^ndö' von der Ordnung — klein sein. 

a 

Es soll dabei in ß) und ß') k eine positive Konstante vor- 
stellen und der Index er am Integralzeichen andeuten, dass das 
Integral über die den Querschnitt q begrenzende Kreisperipherie 
zu erstrecken ist. 

Wir nennen dann den Ring einen elektrisch vibrierenden 
Ring oder einen elektrischen Strom mit der Führungskurve s und 
der Intensität: 

y) J = kRV^«. 



^) Wir nehmen wieder denselben Anfangspunkt der Zeit an, wie in 
der Theorie der Elektrostatik und der Theorie der magnetischen Teilchen. 
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Wirkung einet elektrisch vibrierenden Ringes auf die umgebende 

Flüssigkeit. 

Das Geschwindigkeitspotential (p der äusseren Flüssigkeit 
muss folgende Bedingungen erfüllen: 

a) ^y = 0, I in dem ganzen äusseren Räume, 



« ) 



-0, 



dfp 

Ös" 



a) -^ = 0, im Unendlichen, 
^ ön 



t 



27r, 



j-p \ -~ do" klein von der Ordnung — > 



an der Ring- 
fläche. 



Die Möglichkeit des Problems ergiebt sich aus der Existenz 
einer Lösung. 

Wir wollen nun zeigen, dass das Problem für die Geschwindig- 
keiten -^1 ~-y ~~ bis auf Grössen, die gegen die Lösungen 
8x öy öz » © © © 

tw da) do) , R 

^» -T^' ^ von der Ordnung — klein sind, eindeutig ist. 

Wir nehmen an, es gäbe 2 Lösungen uvw, uVw', so folgt 
einmal für die erste Lösung: 

ai)47ru = ~-^r^do + -g-f^^Q^("^)-^^Q^("y)do 

öxj r 8yJ r 

_^ d r u cos (nz) — w cos (nx) .. 

wenn r die Entfernung eines Punktes (xyz), auf den sich uvw 
beziehen, von einem Elemente do der Ringfläche vorstellt, und 
die Integrale über alle Elemente do der Ringfläche auszudehnen sind. 
In gleicher Weise ist für die Lösung uVw': 

*) Die hier zur Anwendung kommenden Formeln sind wohl zum ersten 
Male in aller Allgemeinheit und Strenge von C. Neumann in seinen Bei- 
trägen zur mathematischen Physik pag. 231 — 238 abgeleitet worden, wenn 
auch specielle Fälle derselben in früheren Arbeiten von Helmholtz, Kireh- 
hoff u. A. schon vielfach zur Anwendung gekommen sind. 

Wir bezeichnen die der Nebenuntersuchung der Eindeutigkeit an- 
gehörigen Formeln mit kleinen lateinischen Buchstaben. 
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öxj r 8yJ r 

ö f u' cos (nz) — w' cos (nx) , 

— -— - 1 do, • • • 

8z J r 

Nun sind aber als Komponenten einer tangentiellen Ge- 
schwindigkeit an der Ringfläche: 

{w cos (ny) — v cos (nz) = w' cos (ny) — v' cos (nz), 1 
u cos (nz) — w cos (nx) = u' cos (nz) — w' cos (nx), [ 0.^"^«..^^ 
V cos (nx) — u cos (ny) = v' cos (nx) — u' cos (ny), J * 

somit folgt durch Subtraktion der Formelgruppen a) und b): 

Bevor wir weitergehen, wollen wir uns in einem neuen 
Koordinatensystem ein Hilfsmittel schaffen, das uns hier und für 
den ganzen Paragraphen fortdauernd nützlich sein wird. 

Wir setzen: 

!x = j -h T («1 cos (ö + «2 sin (ö), 
Y = t) + v{ßicosco-hß2 sin «), 
z = j + T (^'i cos « + 7^2 sin w), 
wo «1 ßi n die Richtungskosinusse des Krümmungsradius q der 
Kurve s im Punkte j^j (die Richtung positiv von: (j^j) — >- 

Fig. 13. 




^■.::s^__ / ^r- s 



Krümmungscentrum), «2/^2^2 ^^^ derjenigen Senkrechten zu s 
und Q, die ein in der Richtung s Schwimmender und nach dem 
Krümmungscentrum Hinblickender mit ausgestrecktem linken Arm 
markiert. 
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Die Bedeutung der neuen Koordinaten st«, die wir kurz 
Ringpolarkoordinaten nennen wollen, ist aus der Figur unmittelbar 
ersichtlich. In dem durch (xyz) gehenden, zur Kurve s normalen 
Querschnitt ist t die Entfernung des Punktes (xyz) vom Mittel- 
punkt des Querschnittes, a> das Azimuth gegen die Richtung des 
Krümmungsradius der Kurve s an der Stelle s(f5j). 

Die Transformation ß ist eindeutig, sobald wir Punkte (xyz) be- 
trachten, für welche t gegen q klein ist. Für alle Punkte (xyz), 
die in der Nähe der Ringfläche liegen, ist t gegen q klein, und 
wir können uns jedes Potential g) in der Nähe der Ringfläche 
in der Form entwickelt denken: 



r) 9 = yo + sPi-+-y2 + 



• •, 



T 



eine Reihe, in der jedes Glied von der Ordnung '— gegen das vor- 
hergehende klein ist. 

Im besonderen wird die Laplace'sche Gleichung: 

für ^0 di^ Bedingung ergeben: 

Wir gehen nunmehr zu unserem Eindeutigkeitsbeweise zurück, 
u — u', V — v', w — w' sind die Ableitungen einer Potential- 
funktion ky" sin 7p 271 nach xyz, die an der Ringfläche überall 

konstant ist. Auch y" können wir nach Art der Formel y) ent- 
wickeln. 

(p =y^ +yj +^2 H . 

Die Bedingung: 

J(p'' = 

ergiebt für tpö: 

a Vö , e^yö , 1 8yo- 1 8^yö ^ 

^ ÖS2 '^ dT^ T dt T^ 8(ö2 ^' 

die Bedingung: 

-fs- \ -^- Aa klein von der Ordnung — 
RJ ön ^ Q 

a 
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ergiebt für yi': 

Die Potentialfunktion yi', welche die Bedingungen f) und g) 

erfüllt, muss überall konstant sein, da sie für t = R konstant ist. 

u — u', V — v', w — w' sind also in der Nähe der Ringfläche 

t T 

gegen ksin -=r 27r von der Ordnung — klein, u— u', v-r-v', w— w' 
sind somit nach d), a), b) überall im Aussenraume gegen die 
Lösungen uvw und u'v'w' von der Ordnung — klein; d. h. die 

Lösung u'v'w' kann sich von uvw nur um Grössen unterscheiden, 

R 

die gegen uvw von der Ordnung — klein sind. 

Wir gehen nun zur Auffindung der Lösungen selbst über. 

Wir suchen eine Potentialfunktion ^) y>, welche die Be- 
dingungen a), a") erfüllt. Die 2 ersten Bedingungen a") können 
wir so zusammenfassen: Es soll an der Ringfläche: 

(f = kc sin Tp 27r + const. 
sein oder: 



b) €p = —=z (o sin Tp 27r + const. 



an der Ringfläche. 



Auch das Potential (p ist nach Art der Formel y) entwickelbar: 
C) 9 = TF= sin Y 2^(yo + 9^i + ^2 H )» 



ns 



es folgt dann aus ä) für (p^i 



V) 



d^^Q d^(pQ 1 Ö^o . 1 ^Vo 



-\ 



■^ 2 g^2 



= 0, 



in der Nähe 
der Ringfläche, 



ÖS2 ' dT^ ' T dT T 

aus der dritten Bedingung «"): 

2n 

\^M da, = 0. 

• ^'-^ 

*) Bei dieser Ausdrucksweise können wir die Bedingung «' fortlassen, 
die in unseren Untersuchungen stets andeuten sollte, dass (p im Unendlichen 
die Bedingungen einer Potentialfunktion erfüllt. (Über diese Bedingungen 
vgl. C. Neumann, Unters, über das log. und Newt. Potential.) 



®» ll 
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Aus «) fj) 0) folgt in bekannter Weise : 



*) 9o = Tr=^ sm -=- 27r . w, 



in der Nähe der Ringfläche 



x) 5p = -prr^ sin Tp 27r (o) 4- V)» 



in der Nähe der Ringfläche 



R 
wo iff von der Ordnung — klein ist. 



Es bestehen die Formeln: 



^) 



cos(nx) s= «1 cosft) + «2 sinw, 
cos(ny) = ^1 cosw + ß^ sinw, 
cos (nz) = yi cos co-^y^ sin «, 



cos((yx) = «2 cos« 
cos(<ry) = ß^ cosw 
cos(cr2) = ;'2 cosw 



»1 smco, 
/?i sine», 
V^i sinco, 



cos(sx) = ft r2-/»2n, 
cos(sy) = ;'ia2 — r2«ii 
cos(sz) = ai/92 — «2^- 



Nach x) folgt nun mit Hilfe der Formeln X): 



} sin ip 27r 
u = 7= («2 cosw — «1 sin«), 



/»)^ 



v = 



VnreR 
J sin 7p- 2nr 

t 



(/Jg cosM — /?! sinco), 



»-) 



J sin 7p 27r 
w = — (^2 cos « - n sin «), 

fUn = 

/ ^ / ^ Jcos(sx) . t ^ 

w COS (ny) — v cos (nz) = — ■==> — ~ sm 7« 2n^ 

yneR ^ 

/ X / N Jcos(sy) . t ^ 

u cos(nz) — w cos(nx) = — 1==^^^ sm Tp 27r, 

VTraR ^ 

/ \ / X Jcos(sz) . t ,. 
V cos(nx) — u cos (ny) = — . ^^ ^ sm 7=- 27r, 



I an der 
Ringfläche, 
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bei Vernachlässigung von Grössen, die gegen: 

J . t ^ 
VttäR T 

t> 
von der Ordnung — klein sind. 

Da wir nun uvw an der Ringfläche kennen, so kennen wir 
diese Grössen auch im ganzen Räume; denn es bestehen die 
Formeln: (vergl. S. 90). 

^ f Un j ^ f V cos (nx) — u cos (ny) , 
öxj r öyj r 

d p u cos (nz) — w cos (nx) , 
"özj r ^' 



0) 



4^ ^^irHgdo + -g-r^"^^^"y^'"^^^^^^^^ do 

öyj r dzj r 

d C V cos(nx) — u co8(ny) , 
~öxj r ' 

A ^ fun j 8 f u cos(nz) — w cos(nx) , 

47rw = — — \ — do + — \ ^-^^ ^^ — - do 

özj r öxj r 

ö rwcos(ny) — vcos(nz) , 



in denen r die Entfernung: 



do — v(xyz) 

vorstellt und die Integrale über alle Elemente do der Ringfläche 
zu erstrecken sind. 

Ist jedes r gegen R gross, so folgt mit Hilfe der Formeln 
y), o) und der folgenden: 



n) do = R ds d«. 



der Satz: 



^) Die Bewegung, welche durch einen elektrisch 
vibrierenden Ring (Js) in einer unbegrenzten, nicht- 
leitenden Flüssigkeit hervorgerufen wird, ist eine 
solche, dass die Geschwindigkeitskomponenten jedes 
Teilchens (xyz) der Flüssigkeit die Werte haben: 



% — 



^) 



u = 



J sin 7p 2n 



n 



ns 



t 



V = 



J sin 7p- 2n 



Vi 



ns 



t 



s 



cos(sy) cos(rz) — cos(sz) cos(ry) 



ds, 



cos(sz) cos(rx) — cos(sx) cos(rz) 

1.2 



ds, 



w = 



J sin w 2n 



V4 



TT« 



C cos (sx) cos (ry) — c os(sy)cos(rx) , 

J ^2— 



Hier bezeichnet ds ein Element der Führungskurve 
s mit den Richtungskosinussen ca5(sx), cos{sy), cos(sz), 
r die Entfernung ds — >-(xyz), die Integrale sind über 
alle Elemente ds der Führungskurve zu erstrecken, und 
es wird vorausgesetzt, dass alle r gegen den Radius 
des Ringquerschnittes gross seien. 

Wir sprechen auch die Formeln ii) in einem besonderen 
Satze aus: 

B) Bei Einführung der Ringpolarkoordinaten (srw) 
durch die Transformationen ß) lassen sich die Ge- 
schwindigkeiten an der Oberfläche eines vibrierenden 
Ringes (Js) so darstellen: 



B) 



u = 



J sin 7p 2n 



R.y 



v = 



w = 



ne 



J sin 7p 2n 

R V^ 
J sin 7p 2n 



(«2 cos « — «1 sin «), 



{ß2 cos « — 1^1 sin (ö), Un = 0. 



RV 



(/2 COS (o — Yi sin «), 



ns 



Hierbei sind Grössen, die gegen 



J sin 7p 2n 



RYtt« 

derselben Ordnung klein sind, wie R gegen 
Krümmungsradien der Kurve s, vernachlässigt. 



von 



die 
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Wirknng zweier elektrisch vibrierender Binge in einer unbegrenzten, 

nichtleitenden Flüssigkeit 

Wir nehmen nun in einer unbegrenzten, nichtleitenden 
Flüssigkeit 2 elektrisch vibrierende Ringe (RJs) und (RTs') an, 
die auf den einen Ring bezogenen Ringpolarkoordinaten seien 
mit siro), die auf den anderen Ring bezogenen mit (sVa»') 
bezeichnet, die Krümmungsradien in Punkten s und s' der 
Führungskurven mögen q und q genannt werden. 

Wir nehmen an, dass die kürzeste Entfernung P eines 
Punktes des Ringes s von einem Punkte des Ringes s' gegen R 
und R' ausserordentlich gross ist. 

Die Bedingungen für das Geschwindigkeitspotential (p der 
Flüssigkeitsbewegung im Aussenraum sind: 

a) J(p = 0, I im Aussenraum der beiden Ringe, 



' ön 



im Unendlichen, 



«") 



dtp 

"ös" 

d(p 

2n 
dtp 



= 0, 



J . t „ 

-7=- sin Tp- 27T, 



«i 



R 



, d« klein von der Ordnung — , 

^-^ 



an der 
Ringfläche s. 



a") 



d(f 



d(p 
döo' 

2n 



r = 0, 



V 



J' . t ^ 

sm Y 2^, 



ns 



R' [M d« klei 
^~^ 



klein von der Ordnung 



R' 



an der 
Ringfläche s' 



Der Beweis der Eindeutigkeit des Problemes für die Ge- 
schwindigkeiten besteht in derselben Weise, ob wir einen oder 
mehrere Ringe in der Flüssigkeit annehmen; wir gehen sogleich 
zur Auffindung der Lösungen über. 

7 



• • 
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Wir bedienen uns der folgenden kombinatorischen Methode: 
Man berechne successive die Potentialfunktionen: 
des Aussenraumes des Ringes s: 



ß) 



9)1, so dass an der Ringfläche s: 
89)1 
8s 
8^1 



ßi) 



= 0, 



«« = ;;7^ sin 7p 27t, 
8« yjts i 



2nr 



R 



R 



\ hr^ d« klein von der Ordnung -^1 



^j, so dass an der Ringfläche s: 

9'j + 9'i-i = const., 
27r 



R 



ß') 



I \ hr^^ d(ö klein von der Ordnung 

des Aussenraumes des Ringes s': 
(p'iy so dass an der Ringfläche s': 



/■ _/ 



ß'i) 



J = ö' 

OS 

ö<iPi_ J' sin — 27r 



2n 



R' r|M| d« klei 




klein von der Ordnung 



R' 

1 

Q 



9)j, so dass an der Ringfläche s': 

<jpj + yj _i = const., 
2n 



ßi) 



riMIdo, klei 




R' 
klein von der Ordnung — r» 



an der 
Ringfläche s, 



J — iÄ, ö, . . . 

an der 
Ringfläche s, 



an der 
Ringfläche s'. 



j — J, d, . . • 

an der 
Ringfläche s% 



dann stellt die Reihe: 

1 

das^ Yon uns gesuchte Geschwindigkeitspotential dar. 



• * 
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Die Glieder der beiden Reihen nehmen rascher ab, als die 
der entsprechenden geometrischen Reihen: 






R V-i 
l-^ — I und 



^{^■^T' 



WO Pmi die kürzeste Entfernung eines Punktes des Ringes s von 
einem Punkte des Ringes s' und X X' Grössen vorstellen, die nicht 

von der Ordnung -;^ resp. -^^ gross sind^). 

Wir wollen Glieder von der Form: 

f (JJ'P) F 

Ternachlässigen, wenn P den Abstand eines Punktes des Ringes s 
von einem Punkte des Ringes s' vorstellt und F in Bezug auf 

R R' 
die Grössen ^^ -^ von erster Ordnung klein ist. 

Es wird sich zeigen, dass schon 9)3 und 9)3 für uns nicht 
mehr in Betracht kommen, desgleichen ^2» f^iUs wir die Flüssig- 
keitsbewegung nur in der Nähe des Ringes s' betrachten, so dass 
vrir setzen können: 



u= Ui + Ui 4- U2, 

Y)\ v= Vi+ vi + V2, 

W = Wi + wi + W2, 



in der Nähe der Ringfläche s', 



wo: 



S) 



Ui 



V, = 



Wi 






öy 
8z 



ui 



vi = 



Wi = 



öx 

öy 

8z 



ui = 



vi = 



Wa = 



^y2 

8x 

^y2 
öy 
^y2 

8z 



9i und yi sind die Potentiale der beiden Ringe, jeder für sich 
allein genommen, somit ist nach A)\ 



^) Der Beweis dieser Methode ist im grossen und ganzen dem Beweise 
der Murphy'schen kombinatorischen Methode analog. (Vergl. die Anmerkung 
S.'73). 

7* 






• 
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J sin T^ 2n 



u, = 



V47ri? J 



rcos(sy)cos(rz)— cos(sz)cos(ry) , 



«) { Vi = 



J sin 7p Ztt 



Vi 



n€ 



t 



rcos(sz)cos(rx)— cos(sx)cos(rz) , 



Wj = 



T ein - ^TT 

T rcos(sx)cos(ry) — cos(sy)cos(rx) 



V4 



7l€ 



.P 



r-* 



-ds, 



in der 
Nähe der 

Ring- 
fläche s'. 



Andererseits folgt nach B)\ 



f) 



R'ul = («i cos«' — «i sinoi') 



R'vi =(/?2COsai'-/9isina)') 



R'wi = {y'i COS«' — y\ sino)') 



J' sin TfT 27r 
y sin Tp 27r 
J' sin >p 27r 



an der 
Ringfläche s'. 



In den Formeln «) bezeichnet r die Entfernung: 

ds — >-(xyz), 

und ctxß'iYx und ct^ß'^y^ haben in ^) dieselbe Bedeutung für den 
Ring s', wie «iftn und a^ß^y^ für den Ring s. 

Es handelt sich nun um die Berechnung von g)2 oder viel- 
mehr der Werte der Ableitungen dieses Potentiales an der Ring- 
fläche s'. 

Es ist an der Ringfläche s' (nach ß')\ 

^2 = const. — (pij 
2n 



V) 



m\ d«' 





R' 

klein von der Ordnung — r» 

Q 



an der 
Ringfläche s'. 



Nun ist g>i an der Ringfläche, an einer Stelle (s'R'«'): 
0) (p^ = lq>^\ 4- R' {[Ui]^ cos (nx) + [vj^, cos (ny) 4- [wj^, cos(nz) }, 



« * 



• • •> * 
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wo [—\ andeuten soll, dass wir den Wert der betreffenden 
Funktion in dem Punkt s' der Führungskurve zu nehmen haben. 
Wir können nunmehr die erste Gleichung rj) so schreiben: (nach 
0) und X) S. 94) 

*) V'2 = f (S') - R' { ([Ui], «1 + lY,\ ß[ + IW,\ r'l) cos 0.' 

-*- ([^i]»' "2 + lyi\' ß'^ + [wi]g' ri) sin w' }. (an der Ringfläche s'). 

Wir können g>2 in der Nähe der Ringfläche s' in folgender 
Weise berechnen; es sei: 

x) 5pi = 5pio + 921 + 922 + • " • I in der Nähe der Ringfläche s', 
eine Reihe, in der jedes Glied gegen das vorhergehende von der 

Ordnung -7- klein sei, die Potentialfunktion 9)^0 hat dann im Be- 
sonderen die folgenden Bedingungen zu erfüllen: 

in der Nähe der 



^ViO ^^920^ 1 ^^ 1 Ö2^_ 



^) 



ÖS 



'2 



Ör' 



2 



Öir' 



-'2 



0(0 



'2 



Ringfläche, 



yio (s'R'«') = f (s') - R' \i[xx,X, a[ + [vj^,/91 + [w,\ ri) cos «' 

+ ([uJs' «2 + [VJ3. ß2 + [wi]^, ^2 ) sin (»' }, 

J I Ö^ |t' = R 

Zur Berechnung von 920 können wir wiederum eine successive 
Methode anwenden. Wir suchen eine Funktion 5p2oo» die die 
Gleichung: 



i^) 



aa^j 



200 



dT'' 



1 Ö9200 , 1 ^Vs 



_/ r>_/ "T" L/9 



200 



Ör' 



2 



0(0 



'2 



= 0,R'<ir'<:oo 



und die zwei letzten Bedingungen X) (an Stelle von 920) erfüllt. 
Hierauf suchen wir successive die Funktionen 9)20], welche 
die Gleichungen: 



W) 



^V20j 1 ^y20j 1 ^^y20j 

Öt'2 "^ t' ör' "^ t'2 0(ö'2 

9>2oj(s'R'«') = const., 
27r 

f I Ö^aoj 



ö^yioj- 



ÖS 



'2 



J ö^' 







d(»' = 0, 



j — 2, 3 . . . . 



erfüllen, dann stellt die Reihe: 



L 
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oo 



1 

die gesuchte Potentialfunktion dar; dieselbe konvergiert rascher, 
als die entsprechende geometrische Reihe: 

wo Pm wieder den kleinsten Abstand eines Punktes des Ringes s 

von einem Punkte des Ringes s' darstellt und k' eine Grösse isty 

p 

die nicht von der Ordnung ^^ gross werden kann. 

Wir können bei unseren Vernachlässigungen: 

o) yi = yioo, I in der Nähe der Ringfläche s' 

setzen, und es ergiebt sich leicht infolge (i) und der 2 letzten 
Bedingungen X): 

R'2 

n) <^i = - __ { ([ui]^, «i + [vjg, ß[ + [wi]^, r'i ) cos co' 

4- ([uj]g,ai+[vi]g,/9i+[wi]g,;^2) sin«'} (in derNähe der Ringfläche s'^). 

Wir können yi in der Nähe der Ringfläche s' in folgender 
Weise darstellen: 



0_/ f^fti' ?)ft)' 

*) Da man nun -^> ~^^' "a^ "^ ^^^ Nähe der Kingfläche kennt, so 
kennt man diese Grössen im ganzen Aussenraume wegen der Formeln: 






^^ do 



1 d 



cos(nz) x-^ cos (nx) 



47r 9z t/ 



9x '^ öz , 
do, 



analog -^f-? -^^» wobei do ein Element der Eingfläche s', r die Entfernung 

do >-(xyz) vorstellt und die Integrale über alle Elemente der Ring- 
fläche s' zu erstrecken sind. Es ergiebt sich aus diesen Formeln und den 

analogen Formeln für -jp-> -^- > ^j^» ^l^ss ^2 ^^ ^Jp's • • . für uns bei unseren 
Vernachlässigungen nicht in betracht kommen. 
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Q) Vi = [9i]^ + ^'{([Ui]3,ai+ [Vi]^/Ji + [Wi]3,n)cosa)' 

+ ([Ui]8'«2+[vi]s./^2+[wi]3,/2) sin(ö'}(in der Nähe der Ringfläche s'). 

Setzen wir: 
er) (Ui + U2 )^ = (Ui + U2 ) cos (nx) + (v, + vi ) cos (ny) + (Wi. + W2 ) cos (nz), 
so folgt nach n) und q): 

t) (Ui + u^)^ = 2 {([Ui]^, «i + [vj^, /Ji + [w,\ ri) cos «' 

+ ([Uilg. «2 + [vi]^ ß2 4- [wi]^, /i) sin «'}. 
Ferner ist, da an der Ringfläche s': 

SPi + 9^2 = const. : 
Ui + U2 = (Ui 4- U2)^ COS (nx), 
Vi + V2 = (Vi 4- V2)„ cös (ny), 
Wi +wi =(wi + W2)_. cos (nz). 

Die Formeln /), «), ^), i^), v) setzen uns in den Stand, nun- 
mehr die Wirkung zu berechnen, welche auf den Ring s' infolge 
der Flüssigkeitsbewegung ausgeübt wird. 



t;) 



an der Ringfläche s'. 



Wechselwirkung zweier elektrisch vibrierender Singe in einer 
unbegrenzten, nichtleitenden Flüssigkeit. 

Die Kräfte X, Y, Z, welche auf den Ring s' wirken, sind 
durch die folgenden Formeln gegeben: (§ 1 S. 29—31): 

t-f-T 

X = ^ I C/'uUn - y (U2 4- V2 -f- W^) COS (ux)] do dt, 



«) 



t 



t + T 



Y = Y j f^vun - "2 (u2 + v2 + w2) cos(ny)) do dt, 



t + T 



Z = Y j CfwUn- y (U2 + V^ -f- W^) COS (UZ) j dO dt, 



t 
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wobei die Flächenintegrale über alle Elemente do der Ringfläche s' 
zu erstrecken sind. 
Es ist nun: 

j uundo = ( u (Ui 4- U2)n • R'd«' • ds', da R' ui^ = 0, 



2n 



2n 



= rrR'ui(Ui + ui)„d«'ds', da r(Ui+U2)(u,+U2)„d«'=0, 
s'O 



2n 




(Formeln v\ v) der vorigen Untersuchung), 



^r^2J'sin Y27r 



JJ 



ylns f 



{«2 cos Od' — a'i sin «' } 

{([Ulis' «1 + [vi].' Ä+ [wils' n) cos w' 




^' ^ + ([UiJb' «-2 + [Vi]s' ft + [Wile- ri) Sin «' I dcö' ds', 

(Formeln C), t) der vorigen Untersuchung), 

= W J J' sin 1 27r([wj3' (ri«2 - «iri) 
s' -[vi>(«iÄ-ft«i)}ds', 

27r 27r 27r x 

la 1 cos^ Od' dft)'= i sin^ od' d«' =7r, i sinod' cos aj' d«'«= | 

^ 

= 2|/^ J' sin Y 27r j{[wi]s' cos (s'y) - [vj^* cos (s'z) } ds' 

s' 

(Formeln X) der S. 94). 

Berücksichtigen wir die Formeln «) und stellen die analogen 
Formeln für J'vun do, Jwun do auf, so erhalten wir die folgenden 
Gleichungen : 

i C j JJ' • o t o f fcos(sx)cos(r88'S')— cos(ss')cos(r8g'X) , , , 
luUndo = — sm2 = 27rl \ — ^—^ ^ ^ \ ^—- ^^^^-^dsds% 



ß) 



s s' 



j vundo = ^ sin« 1 2n^ ^''''^'^^''''^'^'''^^^^^^^ 



s s 



f j JJ' • 9 t o f fcos(sz)cos(r88'S')— cos(ss')cos(r8g'z) , , , 
\ wun do = — sm« 7= 27r M — ^—^ ^ " \ — H^ — ^^-^^-^ds ds' 



s s 
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Andererseits ist: 

' + 2u; (ui4- u;) 4- 2v;(vi+ v;) + 2w;(wi4- w;)]R' 

4- 2Uj (ui 4- Ug) ] R', (Formeln v) der vorigen 

Untersuchung) 

= R' [u « 4- v;^ + w;^ + (u, 4- u;)«], da r'u;^ = o. 

Mit Hilfe der Formeln f)^) und z) der vorigen Untersuchung 
folgt hieraus: 

Uu^ 4- v2 4- w2) cos (nx) do = 0, 

l (u2 4- v^ 4- w2) cos (ny) do = 0, 

Uu^ 4- v2 4- w2) cos (nz) do = 0. 

Wir erhalten nunmehr nach a) unter Berücksichtigung der 
Fornjel: 

t4-T 

^^ ^ . . « . ^ ,. 1 



r) 



jrj sm2y 



T 

t 

die folgenden Formeln für XYZ: 



27rdt = 



^) Es folgt nicht ganz unmittelbar aus den Formeln C)/ dass: 

J*R'(u;a 4- vi» 4- w'i*) cos(nx) da>' = 0, ... 


es ist vielmehr so zu schliessen. Es ist nach der Definition der Vibrations- 
bewegung: 

ui» + vi» + wi» = ^ + n\\, 
nun ist nach den Formeln C): 

R' u'i^^ von der Form J'* • F, 

wo F von der Ordnung K' gegen den Krümmungsradius klein ist, erst 
hierauf folgt: 

27r 

fß' (u'i* + y'f 4- w;*) cos (nx) dw' = 0, . . . 
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«) 



^ _ JJT ['cos(sx) cos(r88'S') — cos(r88'X) cos(ss') , , , 



s s 



1-2 

*88' 



Y^—( r ^Qs(sy) cos(r88-sO - cos(r88>y) cos(ssO ^^ ^, 

s s 
^ _ JJ' r [* cos (sz) cos (r88' s') — cos (rgg' z) cos (ss') , , , 

^ J J ^88' 

s s 

Die Drehungsmomente der Wirkung auf den Ring s', bezogen 
auf einen Punkt ^fj^ bestimmen sich durch folgende Formeln: 
(§ 1, S. 29—31): 

t + T 

fj) ( WUn ;^ (U^ + V^ + W^) COS (uz) j 







t -1- 1 

D.-^r|[(y- 



t 



D, = 4jj[(z- 



-(z-0 
t + T 



D.=0(x- 



-(x-l) 
t + T 



-iy-v) 



vUn — -„" i^^ + v^ + w^) cos(ny) j do dt, 

uun — -2" (u^ + v'* + w^) COS (nx) J 



WUn — -g- (^^ + v2 + w^) COS (nz) j do dt, 

vun — -^ (u2 + v^ 4- w^) cos (ny) | 

uun — -^ (u^ + v^ + w2) cos(nx) I do dt. 



Nun ist für jeden Punkt (s'R'«'): 

{X = j' -I- R' («i cos«' + «2 sincö'), 
y = 5' -h R' (ß'i coso)' + ß2 sin«'), 
z = j' + R' {/i cos«' + /2 sin«'). 

Es ist leicht zu übersehen, dass wir bei unseren Werten 
von uvw an der Oberfläche des Ringes s' und bei unseren Ver- 
nachlässigungen in den Formeln «): 

x(s'R'«') = E'(s'), 

^'){y(s'R'«') = 9'(s'), 

z(s'R'«) = s'(s') 



• • 



• • 



*, • • 

• 
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setzen können. Dann folgt aus s): 



©) 



Dx 



. SS 



V) 



cos (sz) cos (Fss' s') — cos(r8s'z) oos(ss') 



-(*'- 



^ cos(sy) cosCFsscs') — cos(rss'S') cos(ss' 



D, 



-m- 










cos(sx) cös(r88'sO — cos(rs8'X) cos(ss') 



r2 



S S 



(?' - ?) 



cos(sz) cos(rs8'S') — cos(rgg'Z)cos(ss 



D, 



=m^- 



r2 

^88' 



^1 ds ds\ 



^. cos(sy) CQs(r88^s ') - cos(r88'y) cos(ssO 

*8S' 



s s 



(j)' _ jj) cos(sx) cos(r88-sO - cos(r88-x) cos(ssO "1 ^^ ^^,^ 

^88' J 



Wir können nunmehr den folgenden Satz aussprechen: 

r) Ein elektrisch vibrierender Ring (Js) wird in 
einer unbegrenzten, nichtleitenden Flüssigkeit auf einen 
zweiten elektrisch vibrierenden Ring (JV) in solcher 
Weise einwirken, als ob jedes Element ds der als starr 
gedachten Kurve s auf jedes Element ds' der als starr 
gedachten Kurve s' die Kräfte' ausübte: 



n 



V JJ' j j / cos(sx)cos(r8g's') — cos(r8s'X)cos(ss') 
Xdsd8' = -cT ds ds' ^—^ ^ n ^^-^ —^f 



^8' 



Y , = i^ ds ds' ^QS(sy) cos(r88-s') - cos(r88-y) cos(ss') ^ 



r^ 

88 



'd8d8' 



— fl H ' cos (sz) cos(rs8s') — cos(rg8^z) cos(ss') 
~2~ r^ , ' 



88 



hier bezeichnet Vss' die Entfernung: 

ds — >- ds', 

und es wird angenommen, dass jedes rgs' gross ist gegen 
die Querschnittsradien der beiden Ringe. 

Bemerkung 1. Das Gesetz F) ist mit dem Ampäre'schen 
Gesetz der Wechselwirkung zweier Stromelemente Jds und J'ds' 
für geschlossene elektrische Ströme äquivalent. 
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Bemerkung 2. Es ist ohne weiteres klar, dass man den 
Satz JT) auf beliebig viele Stromringe ausdehnen kann, falls nur 
die Entfernungen rg-gj^ gross sind gegen die Ouerschnittsradlen. 

Bemerkung 3. Wir haben stets vorausgesetzt, dass die 
Krümmungsradiien der Ringe überall gegen die Querschnittsradien 
gross seien, wir müssen solche Kurven s, die mit Spitzen be- 
haftet sind, zunächst von unseren Resultaten ausschliessen. 



§ 6. 

Über Molekularströme, Solenoide und 

Magnete. 

über Molekularströme. 

Die AbleituDg der in diesem Paragraphen zu erwähnenden 
Folgerungen des Gesetzes der Wechselwirkung zwischen 2 Strom- 
elementen ist seit Ampere's grundlegenden Arbeiten vielfach iii 
ihustergiltiger Weise gegeben worden, wir können uns daher be- 
gnügen, die wichtigsten Folgerungen ohne Beweis anzuführen 
und nur auf etwaige Unterschiede unserer Theorie von der 
Theorie rAmpere's hinzuweisen. 

Definition. Denken wir uns einen elektrischen Strom (Js), 
dessen Führungskurve s ein sehr kleines ebenes Flächenstück X 
umschliesst; die Dimensionen von X seien klein gegen jede noch 
messbare Entfernung (jedoch gross gegen den Querschnittsradius 
des Ringes), dann nennen wir diesen Stromring einen Molekular- 
strom von dem Momente: 

a) jn = 3X 

und der Axe j>, wo »^ die Richtung der Normale der Fläche X 
vorstellt, welche ein in dem Strom Schwimmender und nach dem 
Inneren von X Hinblickender mit ausgestrecktem linken Arm 
markiert. 

, I ist einem magnetischen Teil- 

, j in seinen Wirkungen äquivalent. 

^ fmv\ 

B) Ein Molekularstrom oder magnetisches Teilchen i , j 

wirkt auf jedes Element J'ds' eines geschlossenen elektrischen 
Stromes (J's') in ein^r unbegrenzten nichtleitenden Flüssigkeit 
mit folgenden Kräften: 
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ß) 



Xds' 

Yds' 

Zds' 



1 T/j / ^ cos(rz)cos(sy)--cos(ry)cos(sz) 

2 dp r2 

1 T/-. / ^ cos(rx)cos(s'z) — cos(rz)cos(s'x) 

2 dp r^ 

1 V j / ^ cos(ry) cos(s'x) — cos(rx) cos(s'y) 

T dp ^ ' 



wo r die Entfernung: 



(abc) — >- ds' 



d 
und das Zeichen — = die Operation: 

^"> 'h ' ^ "'"' ^"^^ *^ Ä "'"' ^"^^ "^ Ä ^^' ('^'^ 

vorstellt. 

JT) Ein Molekularstrom oder magnetisches Teilchen ( ^ ) 

wirkt auf einen zweiten Molekularstrom oder ein zweites 

(mV \ 
,,, ,1 in einer unbegrenzten, nicht- 
leitenden Flüssigkeit mit folgenden Kräften ein: 



r) 



X = 4mm'-JL-r^^iWl 



dv dv 



Y = y mm ^-^-, I ;;^^ » 



[ 



»2 



J' 



Z = — mm' 



dvdv' L ?" J ' 
82 r cos (gy) "I 



A 



1 1 



hier bezeichnet q die Entfernung: 



(abc) — y (a'b'c') 

und die Zeichen — -- -=r die Operationen: 

dv dv ^ 



/) 



l Öl' 



d d d d 

—=^ = -TT- cos (vx) + — T- cos iyy) + —— cos (vz), 
gv öa ^ ^ 8b "^ •'^ ^ ac ^ ^' 

T = -^-T cos {y x) + -TT- cos (i' y) + --rcos {v z). 



8a' 



8b' 



8c' 
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Ober Solenoide und Magnete. 

Definitionen. Wir denken uns 2 Punkte (aibiCi) und (a2b2C2) 
durch eine beliebige Kurve verbunden, auf welcher wir die 
Richtung v: 

(aobaC^) — >-(aib,Ci) 



Fig. 14. 




^^1^ 



als positiv markieren. Wir nennen dann ein System von Molekular- 
strömen von den gleichen Momenten m, deren Axen jederzeit mit 
den Tangenten der Kurve v zusammenfallen, und die längs der 
Kurve in gleichmässigen, sehr kleinen^) Abständen auf einander 
folgen, ein Solenoid mit der Axe v, dem Nordpol a^biCi, dem 
Sudpol a2b2C2, und wir sagen, dass jeder Pol die Intensität 

d) /u^ = m • of 

besitzt, wenn a die Anzahl von Molekularströmen ist, die sich 
auf der Längeneinheit der Kurve v vorfindet. 

Wir nennen in gleicher Weise ein System von magnetischen 
Teilchen von den gleichen Momenten m, deren Axen jederzeit 
mit den Tangenten der Kurve v zusammenfallen, und die längs 
der Kurve in gleichmässigen, sehr kleinen 2) Abständen auf ein- 
ander folgen, einen Magneten mit der Axe v, dem Nordpol ajbiCi, 
dem Südpol a2b2C2, und wir sagen, dass jeder Pol die Intensität: 

d') II = xna 

besitzt, wenn a die Anzahl von magnetischen Teilchen ist, die 
sich auf der Längeneinheit der Kurve v vorfindet. 



*) Die Abstände werden bei uns jedoch immer noch sehr gross gegen 
die Querschnittsradien der kleinen Stromringe gedacht. 

^) Die Abstände werden bei uns jedoch immer noch sehr gross gegen 
die Radien der magnetischen Teilchen gedacht. 
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J) Ein Solenoid mit dem Nordpol aibjCi, dem Sudpol a2b2C2, 
und der Polintensität ^ ist einem Magneten mit dem Nordpol ajbiq, 
dem Südpol a2b2C2 und der Polintensität /a in seinen Wirkungen 
in einer unbegrenzten, nichtleitenden Flüssigkeit äquivalent. 

E) Ein Solenoid oder Magnet mit dem Nordpol aibiCi, dem 
Südpol a2b2C2 und der Polintensität ^ wirkt auf ein Element J'ds' 
eines geschlossenen elektrischen Stromes in einer unbegrenzten, 
nichtleitenden Flüssigkeit mit folgenden Kräften ein: 



«) 



Xda- = - Y it* J'ds' 



Yd^ = - -^^ /* J'ds' 



Zd8' = — y /* J'ds' 



cos 


(rx) 


cos 


r2 
(s'z) - 


cos 


(rz) 


cos 


(s'x) 


cos 


(ry) 


cos 


r2 

(s'x) - 


cos 


(rx) 


cos 


(s'y) 



aibjCi 
a2b2C2 



cos (rz) cos (s'y) — cos (ry) cos (s'z) ^ibiCj 

aibiCi 

aibiCi 
agbgCa 
bedeutet, es soll einmal in der Klammer r 



wo das Zeichen 

den Abstand: 

(aibiCj)— vds', 

ein zweites Mal den Abstand: 

(a2b2C2) — >■ ds' 
vorstellen, und es soll der Ausdruck bei der zweiten Bedeutung- 
von r von dem Ausdruck bei der ersten Bedeutung von r ab- 
gezogen werden. 

Z) Magnete und Solenoide wirken in einer unbegrenzten, 
nichtleitenden Flüssigkeit in solcher Weise auf einander ein, als 
ob jeder Pol (abc) von der Intensität [k auf jeden Pol (a'b'c') von 
der Intensität ^' die Kräfte ausübte: 

^ 1 , , cos (ßX) 



l) 



.2 



„ 1 . , cos (qz) 



hier bezeichnet q die Entfernung: 

(abc) — >- (a'b'c'), 
und 6 ist = -h 1 oder = — 1 zu setzen, je nachdem die Pole 
gleichnamig oder ungleichnamig sind. 



Anhang. 



1) Beweis der Formeln 23), 24) auf S. 20 für gleich- 
massig pulsierende, im übrigen starre Kugeln, lyelche 
sich in einer inkompressibeln, unecht kontinuierlichen 
Flüssigkeit in scheinbarer Ruhe befinden. 

Wir denken uns ein unbegrenztes, unechtes Kontinuum, das 
im Unendlichen ruht, und dem die Beschränkung der Inkom- 
pressibilität: 

9w 



.^ ddx ddy ddz ^ 



du dy 

dx'^dy ' dz 



= 0, 



auferlegt ist, in demselben einen wiederum von einem unechten 
Eontinuum erfüllten Raum; dieses Kontinuum soll die Beschränkung 
haben, dass: 



2) 



+ (x-De', 

+ (y-^)e', 
(z - 0<^9, + (z - m', 

wo die neuen Variabein ^ti^nxQH von xyz unabhängig . sein 
und f ^' i' ^' x' q' ^' ilire Ableitungen nach der Zeit vorstellen 
sollen. 

Ausserdem soll an der Grenze beider Medien: 



4-(x-|)<re, 

dy = dfi + (x- |)d? - (z -Qdn 
rfz = dC + (y - fi)d7t - (*-|)dz 



3) <JX„ =rfXni, 



u„. = u 



Qi 



sein, wo n die in das Innere der äusseren Flüssigkeit gerichtete 
Normale der Grenzfläche vorstellen soll. 

8 
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Wir fügen die Bedingungen hinzu: 

d^ = d^ = d^ = dn = dx = ^Q = 0, 



4) 



5) 



t 



Ö = a sin -Tp 27r, 

rfe = o, 



(a eine von der Ordnung T 
kleine Konstante) 



und nehmen an , dass das innere Medium zur Zeit t = eine 
Kugel mit dem Radius R^ und dem Centrum (?^0 einnehme. 

Das innere Medium repräsentiert dann eine gleichmässig 
pulsierende, im übrigen starre Kugel, die sich, abgesehen von 
ihrer Pulsation, in einer inkompressiblen, unecht kontinuierlichen 
Flüssigkeit in Ruhe befindet. 

Setzen wir: 



6) Ti=yf/*(u2 4-v2 + w2)dT, 



1 



so lässt sich dTi in der folgenden Form darstellen: 

7) dTi = Ädr -4- Hdfj' + ZdC -f- Hön' + Xdx' 4- Pöq' -h 0d6', 
und es ist im Besonderen: 



8) 



1 

H-|(y- 

1 



?) b'fldT = X ljM/(X 

l 



?) C0Sip27rdr, 



fj) fj'fi dir = 



Z) h'li dr = 



* \ i^ (y — ^) COS Tp 27t At^ 

1 



X TjU. (z 

1 



cos-fy27tAT, 



wo: 



9) ic = -^-a. 

Nennen wir X Y Z Dx Dy D^ die manuellen Kräfte und Drehungs- 
momente, welche die pulsierende Kugel in der gewünschten Be- 
wegung erhalten, so ergeben sich in genau derselben Weise, 
wie in der Untersuchung S. 14 — 19, die folgenden Formeln: 
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101) 



- dS C 
X = -^ + \ p cos(nx) do, 



Y = -^+ pcos(ny)do, 



Z = -VT- + \ p cos(nz) do, 






|p[(y~^) 



cos (nz) 



- (z — C) cos (ny)] do, 
"^ -4-(p[(z-?)cos(nz) 

— (x — ?) cos (nz)] do, 
p[(x-?)cos(ny) 



^^=-dr-^ 






dt 



— (y — ^)cos(nx)]do, 

wo p den Druck der äusseren Flüssigkeit an einem Elemente do 
der Kugelfläche vorstellt. 

Die Formeln 23), 24) auf S. 20 werden hiernach bewiesen 
sein, sobald wir zeigen können, dass: 



t + T 



t + T 



t-4-T 

,,, iCdS.. ICäH.. IfdZ,. ^ 

^1) TJ-dt-^^^Tj-dT^^^Tj^^^^^ 
t t t 

resp. von der Ordnung T klein seien. 

Dies folgt leicht aus den Formeln 8). 

Der Beweis lässt sich in derselben Weise führen, wenn wir 
statt der Bedingungen 4) die folgenden Bedingungen vorschreiben: 



12) 



t = 2' i^i' <^°^J T" ^'^ "*" ^'' ^^'^J T" ^^) 
^' = S^ (a cos j ^ 27r + Bj^ sinj ^ 2?r) 

r = S (a cosj ^ 27r + ßj3 sinj ^r 27r) 



^' = 2) ( A ^°^i ^ 27r + Äj, sinj vj,- 27t\ 
%' = 2^ ( A cosj ^ 2?r H- Bi^ sinj ^ 27r) 

und an Stelle der Bedingungen 5) die folgenden: 
13) 6' = 2^ (^j, cosj ^ 27r + Äj, sinj ^ 27r) 



cosj ^- 27r + Äj, sinj -^- 2nr j 






(J6 = 0. 



') Vergl. die Formeln 20) auf S. 19. 



8* 
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2) Beweis der Formeln 31), 32) auf S. 30 für elektrisch 
pulsierende Kugeln in einer nichtleitenden Flüssigkeit. 

Der Beweis ist mit der Untersuchung S. 21 — 29 völlig identisch 
bis auf die folgenden Unterschiede: 

An Stelle der Formeln 2) S. 21 treten die folgenden: 

du dv 8w 
dx 



^. ddx ddy ddz ^ 
^ öx dy dz ' 



3e t ^ 

,- — ^, cos 7p- 271:, 



öy 8z 

wobei wir uns das innere Medium als eine elektrisch pulsierende 
Kugel von dem Radius R und der Ladung e vorstellen.^) 

Die Untersuchung ist nun völlig dieselbe mit Ausnahme der 
Formeln 15) Seite 24 und 26) auf Seite 28); dieselben lauten nun: 



2) 



du 



öpi 



^ 



i^ 



dt 
dv 
dt 
dw 
"dT 



öx 

8pi_ 
dz 



im Innenraum, 



(an Stelle der Formeln 15) S. 24\ 



3) 



Pa = -*{^4-|-(ü2 + v2 + ^'-^) 



Öt 

+ fa(t) + 



€ (Ü2 4- V« + W2), 



>i=-iW'[ 



d(p 



1 



+-ö-(ft' + 



wo: 



4) ^ = .( 



+ w2) 

H- fi (t), 

3e 



an der Grenze, 

(an Stelle der Formeln 26 
Seite 28). 



sm 



t 



2^ \2n€ RS T 



2nY 



Da nun y, somit 



df 



an elektrisch pulsierenden Kugeln 



konstant ist, so kann man, wenn man 

5) fl = € 

*) Unsere Voraussetzung lautet zunächst: 



iu = s[ 1 — 15 — r- 



3e . t ^ 
sm -=^ 271 
s 1 



y27r«R 

und hieraus folgen die Gleichungen 1), da: 
d/* 



cr^ = o, 



dt 



=-( 



9u_ dy_ dw \ 

ax "^ ey "*■ "ä^/ 



f8(fx , d^y , acfzl 
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setzt, in den Resultaten der Untersuchung Seite 21 — 29 nur 
Fehler benrorbringen, die von der Ordnung T klein sind; dies 
war zu beweisen. 

3) Über die Wechselwirkung gleichmässig pul- 
sierender, im übrigen starrer Kugeln in einer un- 
begrenzten, nichtleitenden Flüssigkeit. 

Wir wollen hier den Beweis liefern, dass die Wechselwirkung 
pulsierender, im übrigen starrer Teilchen in einer echt konti- 
nuierlichen Flüssigkeit genau demselben Gesetz folgt, wie in 
einer unecht kontinuierlichen Flüssigkeit. 

Wir denken uns ein unbegrenztes, echtes Kontinuum, das 
im UnendUchen ruht, und dem die Beschränkung der Inkom- 
pressibilität: 

^. ddx ddy ddz 



du öv dw 

dx'^dy'^dz 



0, 



2) 



+ (x-?)6', 
v = ^'4-(x~?)9'-(z-^)7r' 

+ (y-^)ö', 
w = r + (y - v)^' - (x-5)x' 



dx dy dz 

auferlegt ist, in demselben einen von einem unechten Kontinuum 
erfüllten Raum; dieses Kontinuum soll die Beschränkung 
haben, dass: 

(dx = rf? 4- (z — o^z — (y — ^)^Q 

+ (x-?)dÖ, 

dy = Jiy + (X — 5)rfß — (Z —^)d7€ 

4-(y-^)d6, 

dz = rfC + (y — ^)d^ — (x — 5)dx 

+ (z~OrfÖ, 

wo die neuen Variabeln ^fj^TtxQ^ von xyz unabhängig sein 
und ?'Vr^'x'^'Ö' ihre Ableitungen nach der Zeit vorstellen 
sollen. 

Ausserdem soll an der Grenze beider Medien: 

3) <^Xn^=dXn., I Una = Uni 

sein, wo n die in das Innere der äusseren Flüssigkeit gerichtete 
Normale der Grenzfläche vorstellen soll. 
Wir fügen die Bedingungen hinzu: 

d^ = dfj = 6^ = ön = 6x = ^Q = 0, 

lr2n, 



4) 



5) 



6 = « sin 
de = 0, 



(a eine von der Ordnung T 
kleine Konstante) 
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und nehmen an, dass das innere Medium zur Zeit t==0 eine 
Kugel mit dem Radius R^ und dem Centrum (Sfj^) einnehme. 

Das innere Medium repräsentiert dann eine gleichmässig 
pulsierende Kugel, die sich, abgesehen von ihrer Pulsation, in 
einer unbegrenzten, nichtleitenden Flüssigkeit in Ruhe befindet. 

Wir machen schliesslich noch die folgende Bedingung für die 
Grenzwerte «Jxa rfya <^Za der Flüssigkeit: 

6 ) I —^ TT^ cos (nx) -hl-- --— cos(ny) 

^ V öy öz y ^ ^ V 8z öx / ^ ^^ 

4_ {^± _ -^y* Vos(nz) = 0, (an der Kugelfläche). 

Nennen wir wieder X Y Z Dx Dy Dz die manuellen Kräfte 
und Drehungsmomente, welche wir hinzufügen müssen, um die 
gewünschte Bewegung zu erhalten, so wird die Analyse dieses 
Problems mit Hilfe des D'Alembert'schen Princips die folgenden 
Formeln ergeben: 



X = ~ + uPa - «uä) cos(nx) do, 



AH C 

7) { Y = -^^ + 1 (p^ — €uä) cos(ny) do. 



dt 



--f- 



\(Pa — «uä)cos(nz) do, 



wo: (vgl. die Formeln 8) S. 114): 



*) Diese Bedingungen entsprechen der Forderung, dass niemals Wirbel- 
fäden in der Oberfläche der Flüssigkeit enden sollen. 

In den Untersuchungen S. 14—21 und S. 21—31 würden die Be- 
dingungen 6) keinerlei Änderungen der Resultate hervorrufen. 

Wenn wir die Bedingung 6) in der Gleichung 19) der Untersuchung 
über das D'Alembert*sche Princip durch einen Multiplikator A einführen, 
so ist zu bedenken, dass: 

-h cTyaf ^ cos (nx) — ^ cos (nz) J + <fza f g- cos (ny) — >r— cos (nx) j do. 
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8) 



H== 



Z = 



1 

1 

xU(z 

1 



S) cos TjT 27r dr, 



^) cos 7p 27r dT, 



C) cos Y 27r dr, 



wo ferner pa durch die folgenden Formeln definiert ist: 



9) 



du 
dt 

dv 



-2-«[u2 + v2 + w^]), 



« -,. = 



*-dr= 

dw 
"dt 

8x 



= -- ilp^- 
--l-lp^-T^t^^ + v^ + w^]), 



8v öw 

+ 



8y öz 



= 0, 



im 
Aussenraum, 



10) Un^ = Un., an der Grenze, 

und wo endlich die Integrale über alle Elemente do der pul- 
sierenden Kugelfläche zu erstrecken sind. 

Ist im besonderen die Flüssigkeit im Anfangszustand wirbel- 
los, so ist: 



11) Pa = -« 



8t ' 



wo 9 das Geschwindigkeitspotential der äusseren Flüssigkeit vor- 
stellt. Bedenkt man weiter, dass bei unserer Pulsationsbewegung: 



12) 






= const., 



(i)'-(f)'-(i)'=--) 



an der pulsierenden 
Kugelfläche, 



femer, dass nach 8): 



^) Dies ist ein Resultat, welches in der Theorie der Gravitation S. 24 
(2. Formel Q abgeleitet worden iöt. 



